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Re´sume´
Nous tentons dans cet article de proposer une the`se cohe´rente
concernant la formation de la notion d’involution dans le Brouillon
Project de Desargues. Pour cela, nous donnons une analyse de´taille´e
des dix premie`res pages dudit Brouillon, comprenant les de´veloppe-
ments de cas particuliers qui aident a` comprendre l’intention de De-
sargues. Nous mettons cette analyse en regard de la lecture qu’en fait
Jean de Beaugrand et que l’on trouve dans les Advis Charitables.
Introduction
L’œuvre mathe´matique de Girard Desargues a e´te´ l’objet de nombreux
travaux. Nous pouvons citer la premie`re e´dition de ses œuvres donne´e par
Noe¨l-Germinal Poudra en 1864, celle de Rene´ Taton en 1951 ou encore leur
e´dition et traduction en anglais par Judith Field et Jeremy Gray en 1987
(voir respectivement [15, 16], [19] et [7]). Les e´tudes du contenu mathe´ma-
tique du Brouillon Project se concentrent le plus souvent sur la partie du
texte portant sur les coniques. Nous pouvons citer par exemple l’article de
Jan Hogendijk [9] qui analyse les apports de Desargues au regard de l’he´ri-
tage d’Apollonius. Il est e´galement e´tudie´ dans ses rapports a` la the´orie et a`
l’histoire de la perspective, entre autres par Kirsti Andersen, James Elkins
ou Jeanne Peiffer (voir respectivement [1], [6] et [14]). La notion d’involution
a beaucoup moins attire´ l’attention des chercheurs et a` notre connaissance
l’article de Fre´de´rique Lenger [12], paru en 1950, est le seul a` porter spe´-
cifiquement sur ce sujet. Il faut cependant citer Max Zacharias dans [21],
Jean-Pierre le Goff qui traite assez longuement de la notion dans [11] et y
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propose une the`se sur l’heuristique ayant mene´ Desargues a` l’involution, ainsi
que Laura Catastini et Franco Ghione dans [3], qui en pre´sentent un aperc¸u
assez large au public mathe´matique italien. Nous voudrions dans ce texte
combler ce qui nous semble eˆtre une lacune pour la compre´hension du roˆle de
Desargues dans l’histoire de la ge´ome´trie en analysant le plus comple`tement
possible la partie du Brouillon Project qui a trait a` l’involution.
Soient C une conique et D une droite coupant la conique aux deux points
b et h. Prenons un point c sur D et trac¸ons depuis c les deux tangentes a` la
conique C, qui sont tangentes a` celle-ci en les points p et q respectivement.
La droite pq coupe la droite D en un point g (voir la figure 1). La the´orie
apollonienne des coniques 1 permet de conclure que la droite D est harmoni-
quement coupe´e par les quatre points b, h, c, g ou encore que la double paire
(b, h; c, g) en est une division harmonique. E´tant donne´e la conique C et la
droite D qui coupe C en b, h, on dispose, en faisant varier le point c sur D,
d’une foule de divisions harmoniques b, h, c, g dont b, h est l’un des couples.
C
c
h
D
b
p
q
g
Figure 1 – Construction d’une division harmonique a` partir d’une conique.
On peut se poser alors deux questions. La premie`re est de savoir ce qui
lie entre elles ces diffe´rentes divisions harmoniques. La seconde est de sa-
1. Voir par exemple la proposition 37 du livre III des Coniques d’Apollonius, p. 351
des commentaires de Roshdi Rashed dans [18]
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voir si, e´tant donne´e une telle collection de divisions harmoniques sur une
droite D, on peut reconstruire une conique les produisant selon la me´thode
de´crite ci-dessus. La re´ponse a` ces deux questions est a` la base du renouveau
de la the´orie des coniques au de´but du dix-neuvie`me sie`cle entre les mains
d’Augustin Fresnel, Jean-Victor Poncelet ou Jakob Steiner.
La premie`re question pourrait se reformuler comme suit. E´tant donne´e
une division harmonique b, h, c, g, prenons deux autres points c′, g′ de sorte
que b, h, c′, g′ soit encore une division harmonique. Peut-on dire qu’alors
c, g, c′, g′ est aussi une division harmonique ? La re´ponse est non, et cela
tient au fait qu’il existe, a` partir de la division b, h, c, g, deux manie`res de
construire un autre couple c′, g′ en division harmonique avec b, h. La rela-
tion de division harmonique n’est donc pas agre´gative, au sens ou` l’est, par
exemple, celle d’alignement. Pre´cisons ce que nous entendons par la` : e´tant
donne´s trois points aligne´s b, h, c, si g est un quatrie`me point aligne´ avec
deux de ces trois points, il l’est avec deux quelconques parmi ces trois. Pour
mettre sous un meˆme toit toutes les divisions harmoniques construites sur
une droite comme nous l’envisageons ci-dessus, il faut une notion qui soit
plus forte que celle de la simple division harmonique, en levant l’ambigu¨ıte´
mentionne´e plus haut concernant la construction d’un tiers couple c′, g′ tel
que la droite soit harmoniquement coupe´e par b, h, c′, g′. La notion argue´-
sienne d’involution s’ave`re remplir exactement ce contrat. Le point cle´ est
le suivant : si l’on conside`re la notion de division harmonique comme une
relation entre deux couples de points, elle est insuffisante car non agre´gative,
comme l’est d’ailleurs la relation d’alignement pour deux points. En passant
a` la notion d’involution de trois couples de points, nous retrouvons une notion
agre´gative ayant la meˆme puissance ge´ne´rative que celle d’alignement de trois
points. Elle permettra, plus d’un sie`cle apre`s sa mise au point par Desargues,
de re´pondre efficacement a` la seconde question e´nonce´e ci-dessus, menant a`
la the´orie de la dualite´, des homographies et des parame´trages rationnels des
coniques (voir le livre [4] de Michel Chasles), meˆme si la re´ponse se trouve
de´ja` en germe dans le Brouillon Project, comme en attestent par exemple les
lignes 24 et 25 de la page 29 du Brouillon.
Nous allons dans cet article montrer que c’est sans doute par une de´-
marche analogue a` celle que nous venons de de´crire que Desargues a mis au
jour la notion d’involution. Pour e´tayer notre propos, nous nous baserons sur
une analyse de´taille´e des dix premie`res pages du Brouillon Project de 1639, et
plus particulie`rement sur le long de´veloppement qu’il y fait des cas particu-
liers de cette notion ou` apparaissent ce qu’il appelle des nœuds moyens. Nous
montrerons en outre, au travers de l’exemple de Jean de Beaugrand, com-
ment les lecteurs contemporains, hormis Blaise Pascal, sont passe´s a` coˆte´ de
la puissance de cette notion, en restant trop fide`les aux conceptions classiques
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d’Apollonius et de Pappus.
Partie I
Les dix premie`res pages du Brouillon–Project
Nous tentons dans cette partie de pre´senter le contenu des dix premie`res
pages du Brouillon project d’une atteinte aux evenemens des rencontres du
Cone avec un Plan, de Girard Desargues, en un langage compre´hensible par
le lecteur contemporain. Nous nous sommes base´s sur l’unique exemplaire
connu, nume´rise´ par la Bibliothe`que nationale de France et conserve´ au de´-
partement Re´serve des livres rares sous la re´fe´rence RESM-V-276. Le texte
de Desargues est tout a` la fois relativement facile a` lire, si l’on ne s’attache
pas aux de´tails (on « voit bien » en quelque sorte ou` il veut en venir) et
plutoˆt obscur lorsque l’on cherche a` en extraire pre´cise´ment la de´marche de
l’auteur. Comme son titre l’indique, c’est un brouillon et Desargues re´pe`te
en plusieurs occurences qu’il me´riterait d’eˆtre repris, simplifie´ et ame´liore´ de
bien des manie`res. Cet aspect inacheve´ lui est reproche´ notamment par Jean
de Beaugrand dans la lettre ouvrant les Advis Charitables que nous e´tudions
dans la deuxie`me partie de cet article.
Nous allons ici essayer de de´meˆler l’e´cheveau et pour cela nous emploie-
rons sans vergogne les notations alge´briques, que Desargues, malgre´ l’exhor-
tation de Descartes 2, s’est refuse´ a` employer. Pour chaque notion, e´nonce´ ou
preuve dont nous traiterons, nous essaierons autant que possible de renvoyer
a` l’endroit de l’original qui y correspond.
Cette partie est organise´e comme suit. Nous commenc¸ons par rappeler le
vocabulaire introduit par Desargues concernant les droites concourantes et
paralle`les, ou` il unifie ces deux notions par l’introduction de points a` l’infini.
Nous entrons alors dans le vif du sujet, a` savoir l’involution, en se´parant
diffe´rents aspects de cette notion : combinatoire, me´trique ou affine, puis
projective. Cette pre´sentation est bien e´videmment tre`s diffe´rente de celle que
fait Desargues, mais c’est a` ce prix que l’on peut comprendre sa de´marche,
face a` un original parfois tre`s confus, voire de´routant. Nous analysons a` la
suite les notions de nœuds moyens simples et doubles, qui sont au cœur de la
machinerie argue´sienne. Nous finissons ce chapitre par une pre´sentation faite
entie`rement en un langage mathe´matique moderne, celui de la ge´ome´trie
projective, ce qui sera l’occasion de montrer que certaines des difficulte´s sur
lesquelles Desargues bute sont lie´es au fait qu’il n’a pas a` sa disposition les
outils conceptuels permettant de distinguer, suivant les cas qu’il conside`re, a`
2. cf. la lettre de Descartes a` Desargues du 19 juin 1639, dans [19], p. 185.
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quel type de structure il fait appel (euclidienne, affine ou projective). Nous
renvoyons le lecteur a` l’appendice pour le de´tail des outils euclidiens employe´s
par Desargues dans son traitement de l’involution.
Avant de nous plonger dans la lecture de´taille´e du Brouillon Project et
sans de´finir les termes qui seront e´tudie´s en de´tail plus loin, re´sumons brie`-
vement le cheminement de Desargues dans ces dix pages. Il commence par
unifier les notions de droites concourantes et paralle`les en introduisant ce
qu’il appelle une ordonnance de droites, dont le but ou point de concours est
soit a` distance finie soit a` distance infinie. Il introduit ensuite sa termino-
logie arboricole, peut-eˆtre comme un e´cho du vignoble de Chaˆteau Grillet,
proprie´te´ de la famille Desargues : brins, rameaux, tronc etc. Il de´finit la no-
tion d’arbre, comme une configuration particulie`re de trois couples de points
et d’une souche aligne´s sur une droite qu’il nomme tronc, de´finie par des
e´galite´s de rectangles (ou d’aires de rectangles, dirions-nous aujourd’hui). Il
montre 3 alors, par des manipulations classiques de la ge´ome´trie euclidienne
sur les proportions, que cette notion est e´quivalente a` celle d’involution 4, ou`
ne subsistent que les trois couples de points et d’ou` la souche a disparu. De-
sargues entre alors dans plusieurs pages touffues (les pages 5 a` 10 du Brouillon
Project) ou` il examine certains cas particuliers de´ge´ne´re´s de la configuration
involutive : ceux ou` certains points se confondent, donnant ce qu’il appelle
des nœuds moyens. Deux cas se pre´sentent a` lui, selon que ce sont deux points
d’un meˆme couple qui se confondent (les nœuds moyens doubles) ou que ce
sont deux couples de points distincts qui se confondent (les nœuds moyens
simples). C’est ici qu’il de´couvre une situation de division harmonique qu’il
peut interpre´ter de deux manie`res diffe´rentes comme une involution. Notons
au passage qu’il clarifie comple`tement la division harmonique 5 comme e´tant
une relation entre deux paires de points, source qui pourrait avoir inspire´
Leibniz pour sa ge´ome´trie relationnelle dans la Characteristica Geometrica
(voir l’article [5] de Vale´rie Debuiche). Il conclut ce long de´veloppement au
milieu de la page 10 par une phrase cruciale (cf. infra), montrant que la
notion d’involution est bien agre´gative au sens ou` nous l’avons de´finie dans
l’introduction.
3. Mais ne de´montre pas, voir plus loin.
4. Notons que ce terme, comme les pre´ce´dents, est employe´ en botanique, de´signant
l’e´tat de feuilles s’enroulant sur elles meˆmes.
5. Terme que Desargues n’emploie pas dans le Brouillon.
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1 Droites et plans, ordonnances et buts
Dans les deux premie`res pages du Brouillon, Desargues donne quelques
pre´cisions sur ce qu’il entend par droite, plan et ordonnance de ces objets. Le
cadre implicite dans lequel il se place est celui de la ge´ome´trie euclidienne,
dans l’espace ou dans un plan. Une ligne droite est entendue comme e´tant
e´tendue infiniment de part et d’autre 6. De meˆme un plan est entendu comme
e´tant infiniment e´tendu de toutes parts 7. La notion importante introduite ici
est celle d’ordonnance :
De´finition 1.1 Des droites sont dites eˆtre d’une meˆme ordonnance si elles
sont ou bien concourantes ou bien paralle`les 8. De meˆme des plans sont dits
eˆtre d’une meˆme ordonnance s’ils sont concourants ou paralle`les 9.
Dit autrement, soit (Di)i∈I une famille de droites. Les droites de la famille
sont de meˆme ordonnance s’il existe un point commun a` toutes ces droites ou
si toutes les droites de la famille sont paralle`les entre elles. On peut, comme
Desargues 10, dire que la famille de ces droites forme une ordonnance. L’un des
principes guidant Desargues semble eˆtre d’adopter autant qu’il est possible
un point de vue unificateur et cela commence ici avec la notion de but d’une
ordonnance :
De´finition 1.2 Le but d’une famille de droites d’une meˆme ordonnance est
— leur point de concourance si ces droites sont concourantes ;
— le point a` l’infini en chacune d’elles si elles sont paralle`les.
Le but d’une famille de plans d’une meˆme ordonnance est
— leur droite de concourance si ces plans sont concourants ;
— la droite a` l’infini en chacun d’eux s’ils sont paralle`les.
Les termes de Desargues ne sont pas tout a` fait les meˆmes. Tout d’abord, il
utilise le mot endroit pour de´finir la notion de but : le but d’une ordonnance
de droite, c’est « l’endroit auquel on conc¸oit que les droites de l’ordonnance
tendent toutes 11 » et ce, inde´pendamment de la nature (concourance ou pa-
ralle´lisme) de l’ordonnance. Il pre´cise que dans le cas d’une ordonnance de
droites paralle`les, cet endroit est a` distance infinie, d’une part et d’autre, en
chacune d’elles 12 ce que l’on peut interpre´ter de la manie`re suivante : chaque
6. p.1, l.11
7. p.1, l.30
8. p.1, l.15
9. p.1, l.33
10. p.1, l.19
11. p.1, l. 19
12. p.1, l.22
6
droite posse`de un « point a` l’infini » et ce point est l’endroit vers lequel
on tend, que l’on s’e´loigne d’un coˆte´ ou de l’autre dans la droite en ques-
tion. Suivant son humeur unificatrice, il e´nonce que deux droites d’un meˆme
plan sont toujours d’une meˆme ordonnance, ce qui en termes modernes n’est
autre que le fait que deux droites d’un meˆme plan projectif sont toujours
concourantes 13. Il est a` noter que le choix du mot ordonnance pourrait avoir
e´te´ induit par le terme d’ordonne´es utilise´ dans la the´orie apollonienne des
coniques : des ordonne´es forment une ordonnance dont le but, chez Apol-
lonius 14, est toujours a` l’infini. Il reprendra d’ailleurs le terme d’ordonne´es
dans son de´veloppement sur les coniques, p. 15 du Brouillon. C’est un pre-
mier indice du fait que Desargues n’a pas, contrairement a` ce qu’ont pu e´crire
ses de´tracteurs, choisi ses appellations nouvelles avec le´ge`rete´.
Concernant les plans, il n’utilise pas la terminologie de « droite a` l’infini »
pour parler du but d’une ordonnance de plans paralle`les, ne s’e´tendant pas
vraiment ici sur la nature de ce but. Il pre´cise cependant les choses un peu
plus loin 15 : fixons un point et faisons tourner une droite passant par ce
point sur toute sa longueur. Un point toujours situe´ a` meˆme distance du
point fixe va tracer un cercle (la ligne « courbe´e en pleine rondeur »). Dit
autrement, des droites d’une meˆme ordonnance dont le but est a` distance
finie de´terminent des cercles. Prenons maintenant une ordonnance de droites
paralle`les entre elles. On peut alors concevoir de faire se mouvoir une des
droites de l’ordonnance sur toute sa longueur, en laissant le point a` l’infini
fixe. Cette droite mouvante va alors parcourir une famille de droites paralle`les
et chaque point de cette droite va tracer a` son tour une droite perpendiculaire
a` toutes les droites de la famille. Desargues e´nonce ici une analogie 16 entre
le cercle et la droite, ce qui peut laisser croire qu’il avait une image juste
de ce que l’on appelle aujourd’hui la droite projective (re´elle) comme e´tant
topologiquement un cercle et qu’il avait l’ide´e que les points a` l’infini d’un
plan formaient en quelque sorte ce que l’on pourrait imaginer eˆtre une droite.
Le fait que l’ensemble des points a` l’infini d’un plan peut eˆtre conc¸u comme
une droite est repris plus loin dans le Brouillon a` la fin du de´veloppement de
sa the´orie des traversales 17, mais nous n’en discuterons pas ici.
13. p.1, l.28
14. voir les de´finitions du livre I des Coniques d’Apollonius, par exemple dans [17], p.
254.
15. p.1 l. 47 a` p.2, l.15
16. p.2, l.10 et suivantes.
17. The´orie qui deviendra celle, au de´but du dix-neuvie`me sie`cle, des polaires.
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2 Arbres & Involutions
Dans ce qui suit tous les points seront situe´s sur une meˆme droite : il s’agit
de ge´ome´trie des configurations de points aligne´s. La premie`re partie concerne
la combinatoire pure, qui permet a` Desargues de de´duire facilement toutes les
relations dont il a besoin en n’en de´montrant qu’une seule. Ici, l’orientation
des segments (ou pie`ces) n’a pas d’importance. Dans la deuxie`me partie nous
donnons les de´finitions d’arbre et d’involution au sens ou` Desargues l’entend,
et de´montrons, comme il le fait, que ces deux notions sont e´quivalentes. Les
questions de signe seront ici importantes.
2.1 Combinatoire des couples
E´tant donne´s trois couples de points distincts BH,CG,DF, on dira que
B et H (resp. C et G, D et F) sont couple´s entre eux, ou simplement cou-
ple´s 18. Voici figure 2 une repre´sentation sche´matique du couplage choisi par
Desargues. Nous la conserverons en mettant sur la meˆme ligne les couples.
B
C
D F
G
H
Figure 2 – Couples de points.
On appelle brin de rameau toute pie`ce d’extre´mite´s prises dans deux
couples distincts 19. Le point G par exemple est extre´mite´ de 4 brins de ra-
meau : GB,GH,GD et GF. La figure 3 en donne une repre´sentation sche´-
matique.
B
C
D F
G
H
Figure 3 – Les quatre brins de rameau issus de G.
18. p.3, l. 20
19. p. 3, l. 22
8
Deux brins de rameau forment un couple de brins de rameau s’ils ont une
extre´mite´ commune et si leurs deux autres extre´mite´s sont couple´es 20. En G,
les brins GD,GF forment un couple 21 de brins de rameau. On dit encore que
GD est accouple´ a` GF. La figure 4 en donne l’illustration.
B
C
D F
G
H
Figure 4 – La couple de brins de rameau GD,GF
E´tant donne´ un couple de brins de rameau, on en obtient un autre en
changeant l’extre´mite´ commune par le point qui lui est accouple´. Du couple
GD,GF on de´duit ainsi le couple CD,CF. Les deux couples sont dits rela-
tifs 22. Ainsi tout couple de brins de rameau admet un unique relatif, comme
le montre la figure 5.
B
C
D F
G
H
Figure 5 – La couple CD,CF est relative de la couple GD,GF
E´tant donne´ un couple de brins de rameau, on en obtient un autre en
changeant les extre´mite´s qui sont diffe´rentes par les deux extre´mite´s d’un
autre couple. Du couple GD,GF on de´duit ainsi le couple GB,GH. Les deux
couples sont dits ge´meaux 23. Ainsi tout couple de brins de rameau admet un
unique ge´meau, comme le montre la figure 6.
Un couple de brins comme GD,GF donne un rectangle dont les coˆte´s sont
GD,GF. De la sorte, les notions de relativite´ et de ge´mellite´ s’appliquent aussi
aux rectangles de´finis par les couples.
Desargues de´finit directement la notion d’arbre (voir plus loin la de´finition
2.2) en ne se´parant pas les diffe´rents aspects qui sont a` l’œuvre dans sa
20. p. 3, l. 27
21. Nous avons de-ci de-la` garde´ quelques usages argue´siens, comme l’emploi du fe´minin
pour le mot « couple ».
22. p. 3, l. 35
23. p. 3, l. 42
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BC
D F
G
H
Figure 6 – Les deux couples de brins ge´meaux issus de G.
de´finition (aspects combinatoires, d’ordonnancement, me´triques ou autre).
Dans un souci de clarification, nous avons pre´fe´re´ mettre en exergue ces
diffe´rents aspects en introduisant quelques de´finitions interme´diaires.
Si l’on se donne un tiers point A, nous disons de la configuration (A,BH,CG,DF)
que c’est un proto-arbre dont A est la souche, dont les pie`ces AB,AH,AC . . .
sont les branches, et dont les points B,C,D,F,G,H sont les nœuds.
Deux points couple´s donnent naissance a` un couple de branches 24, comme
le montre la figure 7. Notons tout de suite qu’un brin de rameau est somme ou
diffe´rence de branches, ce qui sera extensivement exploite´ par Desargues dans
son utilisation de la proposition 12 du livre 5 des E´le´ments, voir l’appendice.
A
B
C
D F
G
H
Figure 7 – Une couple de branches vers une couple de nœuds issues de la
souche A.
2.2 Arbre, involution
Nous nous plac¸ons maintenant plus directement dans le cadre auquel s’in-
te´resse Desargues, ou` la droite est oriente´e, ou ses points ordonne´s. Donnons-
nous un point A et deux segments AF,AD ayant A comme extre´mite´ com-
mune. On dit que A est engage´ dans le couple de branches AD,AF si A est
entre les deux points F et D 25.
24. p. 3, l. 14
25. p. 2, l. 33
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×F •A ×D
Figure 8 – La souche A est engage´e entre les branches de la couple AF,AD.
On dit qu’il est de´gage´ 26 sinon (voir les figures 8 et 9).
•A ×D ×F
Figure 9 – La souche A est de´gage´e d’entre les branches de la couple AF,AD.
De´finition 2.1 Nous appelons arbre combinatoire tout proto-arbre (A,BH,CG,DF)
tel que A est semblablement engage´ ou de´gage´ a` chacun des trois couples de
branches AB,AH; AC,AG; AD,AF.
Ayant bien distingue´ les aspects combinatoires et d’ordonnancement qui
sont au cœur de la notion d’arbre 27, nous pouvons maintenant donner la
premie`re de´finition importante du Brouillon Project 28 :
De´finition 2.2 On appelle arbre tout arbre combinatoire (A,BH,CG,DF)
qui satisfait a` la condition me´trique suivante :
AB.AH = AC.AG = AD.AF.
La premie`re chose qui frappe en lisant Desargues (dans les pages 2 a` 4
du Brouillon) c’est son choix tre`s soigneux des de´nominations des points.
Il n’aura pas e´chappe´ au lecteur que dans la suite des couples 29 on obtient
comme un hexagone dont on nomme les trois premiers sommets dans l’ordre
alphabe´tique B,C,D et les trois suivants dans l’ordre inverse H,G,F. Si l’on
fait entrer la souche dans le jeu, la lettre E apparaˆıt alors comme la grande
absente. Notre the`se est que Desargues a en teˆte le fait que la souche A
apparaˆıtra comme nœud d’un arbre dont l’accouple´ est le point a` l’infini 30.
On pourrait donc comple´ter les sche´mas ci-dessus de la manie`re illustre´e dans
la figure 10.
26. p. 2, l. 35
27. Disinction que Desargue ne fait pas.
28. p. 3, l. 5
29. Il n’est pas impossible que ce couplage fasse e´cho au travail de Desargues pour une
me´thode facile d’apprentissage de la lecture musicale, publie´ dans l’Harmonie Universelle
de Mersenne (voir [13], livre sixiesme).
30. p. 6, l. 33
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AB
C
D F
G
H
E=∞
Figure 10 – La souche A comme nœud couple´ au point a` l’infini.
Avant d’arriver a` cette image, Desargues va montrer qu’une configura-
tion d’arbre donne naissance a` une configuration d’ou` la souche disparaˆıt,
ne laissant que les trois couples de points BH,CG,DF. Comme pour la no-
tion d’arbre, on peut de´composer la nouvelle notion, dite d’involution, en la
conjonction de deux conditions : l’une, combinatoire, traitant de l’ordonnan-
cement des points et l’autre, me´trique, traitant de rapports de grandeurs. La
combinatoire de l’involution doit prendre en compte la manie`re dont deux
couples de points, ou deux segments, peuvent s’organiser sur une droite or-
donne´e. Deux couples CG,DF sont dits meˆle´s 31 si chacune des deux pie`ces
CG,DF posse`de une extre´mite´ dans l’autre et une extre´mite´ hors de l’autre.
Deux couples CG, DF sont dits de´meˆle´s 32 si ou bien chacune des deux pie`ces
a ses extre´mite´s hors de l’autre pie`ce ou si les deux exte´mite´s de l’une des
deux pie`ces sont toutes les deux dans l’autre pie`ce (voir les figures 11 et 12).
×D +C ×F +G
Figure 11 – Les deux couples CG,DF sont meslez.
×D +C×F +G
×D+C ×F +G
Figure 12 – Les deux couples CG,DF sont de´meslez.
Toujours dans un souci de clarification, nous introduisons la de´finition
31. p. 2, l. 43
32. p. 2, l. 47
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suivante :
De´finition 2.3 Nous appelons involution combinatoire toute configuration
de trois couples de points (BH,CG,DF) telle que soit deux couples quel-
conques de points sont toujours meˆle´s, soit deux couples quelconques de points
sont toujours de´meˆle´s.
Cette condition d’ordonnancement, contrairement a` celle d’engagement de´-
finie pour les arbres, est une notion projective qui a un sens sur la droite
projective re´elle que l’on peut identifier a` un cercle. En y rajoutant une
condition me´trique, on obtient la de´finition suivante, la plus importante sans
doute de tout le Brouillon Project :
De´finition 2.4 On appelle involution 33 toute involution combinatoire (BH,CG,DF)
satisfaisant a` la condition me´trique suivante : deux rectangles relatifs sont
entre eux comme leurs ge´meaux. Dit autrement :
GF.GD
CF.CD
=
GB.GH
CB.CH
,
FC.FG
DC.DG
=
FB.FH
DB.DH
,
HC.HG
BC.BG
=
HD.HF
BD.BF
.
La figure 13 permet de mieux comprendre l’interaction entre la combinatoire
et les rapports me´triques.
GF.GD
CF.CD
relatifs =
GB.GH
CB.CH
relatifs
ge´meaux
Figure 13 – La combinatoire : rapports de rectangles relatifs e´gaux aux
rapports de leurs ge´meaux.
La figure 14 reprend ces meˆmes rapports avec un emploi plus moderne
des lettres, de manie`re a` permettre au lecteur d’assimiler plus facilement la
combinatoire gemellaire.
2.3 L’e´quivalence arbre-involution
Desargues ne proce`de bien e´videmment pas comme nous venons de le
faire : il de´finit les termes de tronc, de nœud, de rameau, de brin ainsi que ceux
d’engagement page 2, lignes 16 a` 35 du Brouillon. La notion d’emmeˆlement
est de´finie sur la meˆme page, un peu plus bas, lignes 43 a` 46. Il donne alors
33. p. 4, l. 35
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XY.XY′
X′Y.X′Y′
relatifs =
XZ.XZ′
X′Z.X′Z′
relatifs
ge´meaux
Figure 14 – La combinatoire : rapports de rectangles relatifs e´gaux aux
rapports de leurs ge´meaux pour l’involution (XX’,YY’,ZZ’).
la de´finition d’un arbre, en combinant les conditions d’ordonnancement et de
me´trique, page 3, ligne 5. Apre`s avoir de´fini les termes arboricoles, il de´ploie
la combinatoire de´crite dans la section 2.1 aux lignes 20 a` 46 de la page
3. Il commence alors a` de´montrer que d’un arbre, on tire une involution,
terme qu’il ne de´finira qu’a` la fin de sa de´monstration. E´nonc¸ons le the´ore`me
de´montre´ par Desargues :
The´ore`me 2.1 Si (A; BH,CG,DF) est un arbre, alors (BH,CG,DF) est
une involution.
La` encore il ne donne pas explicitement un tel e´nonce´ (puisqu’en particu-
lier il n’a pas de´fini la notion d’involution) mais se lance directement, page 3,
ligne 47, dans une se´rie de conside´rations qui en constitue une preuve. Notons
enfin que, de manie`re implicite, Desargues ne traite que le cas de configura-
tions « ge´ne´riques », quand par exemple tous les points sont distincts deux a`
deux, de manie`re a` ce que toutes ses manipulations soient licites. Les cas par-
ticuliers, plus pre´cise´ment ceux ou` des branches couple´es sont e´gales, seront
traite´s plus loin par Desargues dans son long de´veloppement sur les nœuds
moyens.
La preuve du the´ore`me 2.1 par Desargues se fait en termes exclusivement
euclidiens et c’est celle, peu ou prou, que nous donnons maintenant.
De´monstration. — Desargues commence par passer rapidement sur le pro-
ble`me de l’agencement combinatoire des points. Une difficulte´ qu’il rencon-
trera dans la preuve de la re´ciproque du the´ore`me est que la condition d’em-
meˆlement n’est conse´quence de la condition d’engagement de la souche que
sous l’hypothe`se que la condition me´trique est aussi ve´rifie´e. Plus exactement,
il souligne que si la condition me´trique sur les rectangles d’un arbre a lieu,
alors les conditions d’engagement de la souche et d’emmeˆlement des couples
sont e´quivalentes. Cela est fait entre la ligne 47 de la page 3 et la ligne 2 de
la page 4, et est clairement e´nonce´ aux lignes 3 a` 5 de la page 4. Donnons
cette de´monstration et supposons donc que AB.AH = AC.AG = AD.AF.
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— Si l’on est dans la situation ou` la souche est engage´e on peut supposer,
sans perte de ge´ne´ralite´, que F et C sont du meˆme coˆte´ de la souche
et que F est plus e´loigne´ de la souche que ne l’est C. Mais alors la
condition sur les rectangles impose que D soit plus pre`s de la souche
que G ne l’est et donc les deux couples CG,DF sont meˆle´s. On voit
donc que si la souche est semblablement engage´e, alors les couples sont
semblablement meˆle´s, voir la figure 15.
×F +C A• ×D +G
Figure 15 – De souche engage´e a` couples meslez.
— Si l’on est dans la situation ou` la souche est de´gage´e on peut supposer,
sans perte de ge´ne´ralite´, que F est plus proche de la souche que ne le
sont C,D et G. Mais alors la condition sur les rectangles impose que
D soit plus e´loigne´ de A que C et G ne le sont et donc les deux couples
CG,DF sont de´meˆle´s. On voit donc que si la souche est semblablement
de´gage´e, alors les couples sont semblablement de´meˆle´s, voir la figure
16 34.
•A ×F C+ +G ×D
Figure 16 – De souche de´gage´e a` couples de´meslez.
— Re´ciproquement, si les deux couples CG,DF sont meˆle´s, alors la souche
ne peut eˆtre de´gage´e des deux couples. En effet, si cela e´tait le cas,
nous pouvons supposer, sans perte de ge´ne´ralite´, que F est plus proche
de A que C ne l’est. Mais comme CG et DF sont meˆle´s, D est entre
C et G et donc AF.AD < AC.AG, contredisant la condition me´trique
sur les rectangles. On voit donc que si les couples sont semblablement
meˆle´s, alors la souche est semblablement engage´e.
— Si les deux couples CG,DF sont de´meˆle´s, alors la souche ne peut eˆtre
engage´e. Si cela e´tait le cas, nous pourrions supposer, sans perte de
ge´ne´ralite´, que C et F sont du meˆme coˆte´ de la souche et que C est
plus loin de A que F ne l’est. Les points D et G sont alors de l’autre
coˆte´ de A et comme les couples sont de´meˆle´s, G est plus loin de A que
D ne l’est, entrainant que AF.AD < AC.AG et contredisant la condi-
34. Remarquons que si C est de l’autre coˆte´ de la souche par rapport a` F, alors G l’est
aussi et l’on est encore en situation de´meˆle´e.
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tion me´trique sur les rectangles. On voit donc que si les couples sont
semblablement de´meˆle´s, alors la souche est semblablement de´gage´e.
Revenons maintenant a` la de´monstration du the´ore`me proprement dit. Comme
la configuration est un arbre, la condition combinatoire de semblable emmeˆle-
ment est ve´rifie´e et il nous reste uniquement a` de´montrer l’e´galite´ des rapports
de rectangles relatifs. Cette partie de la de´monstration occupe Desargues des
lignes 7 a` 34 de la page 4 du Brouillon Project. Prenons deux couples quel-
conques, par exemples CG,DF. De l’e´galite´ de rectangles AC.AG = AD.AF
on tire les deux proportions 35
AC
AD
=
AF
AG
et
AC
AF
=
AD
AG
.
Si nous sommes dans la situation de la figure 15, on peut e´crire l’e´galite´ de
longueurs 36 AF − AC = CF et AG − AD = GD et la premie`re proportion
permet alors d’e´crire que
AC
AD
=
AF
AG
=
AF− AC
AG− AD =
CF
GD
.
Si nous sommes dans la situation de la figure 16, on peut e´crire l’e´galite´ de
longueurs AC − AF = CF et AD − AG = GD et la premie`re proportion
permet alors d’e´crire que
AC
AD
=
AF
AG
=
AC− AF
AD− AG =
CF
GD
,
re´sultat semblable au pre´ce´dent.
Si enfin nous e´tions dans la situation de´meˆle´e ou` D et F sont du coˆte´
oppose´ de C et G par rapport a` A, nous tirerions de la premie`re proportion
la meˆme identite´ de rapport :
AC
AD
=
AC + AF
AD + AG
=
CF
GD
.
De la seconde proportion on de´duit de la meˆme manie`re :
AC
AF
=
AD
AG
=
CD
GF
.
35. Nous employons le langage euclidien : quatre grandeurs a, b, c, d sont proportionnelles
si a/b = c/d. Un telle e´galite´ de rapports s’appelle une proportion.
36. Nous ne conside´rons ici que des longueurs ou grandeurs positives, comme le fait
Desargues. Nous renvoyons le lecteur a` la section suivante pour une version alge´brique
plus moderne de cette preuve.
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Comme l’on veut faire apparaˆıtre des rapports de rectangles relatifs, on e´crit
le rapport AC/AG comme une composition de rapports habilement choisis :
AC
AG
=
AC
AD
AD
AG
=
CF
GD
CD
GF
=
CF.CD
GD.GF
.
Remarquons que l’autre composition de rapports
AC
AG
=
AC
AF
AF
AG
donnerait le meˆme re´sultat.
Nous avons donc de´montre´ la formule de la ligne 15 de la page 4, a` savoir :
AC
AG
=
CD.CF
GD.GF
, (1)
ou` apparaˆıt un rapport de rectangles relatifs (c-a`-d. dont les coˆte´s sont des
couples de brins relatifs entre eux). On peut associer a` l’e´galite´ 1 le diagramme
de la figure 17.
C
D F
G
Figure 17 – Le diagramme de l’identite´ AC/AG = (CD.CF)/(GD.GF)
Pour faire entrer en jeu les rectangles ge´meaux, gardons le couple CG et
prenons pour autre couple BH. De l’identite´ de rectangles AB.AH = AC.AG
on tire les deux proportions
AC
AB
=
AH
AG
et
AC
AH
=
AB
AG
.
En utilisant les meˆmes arguments que ci-dessus, on de´montre les deux e´galite´s
AC
AB
=
AH
AG
=
CH
GB
et
AC
AH
=
AB
AG
=
CB
GH
.
On peut alors reprendre le rapport AC/AG et l’e´crire comme compose´ en
utilisant cette fois-ci un des points du nouveau couple BH, par exemple H :
AC
AG
=
AC
AH
AH
AG
=
CB.CH
GB.GH
,
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CB H
G
Figure 18 – Le diagramme de l’identite´ AC/AG = (CB.CH)/(GB.GH)
identite´ dont le diagramme associe´ est donne´ dans la figure 18 et d’ou` de´coule,
avec l’identite´ de´montre´e plus haut, que
CD.CF
GD.GF
=
CB.CH
GB.GH
.
Desargues re´pe`te plusieurs fois les arguments de´taille´s ci-dessus, aux lignes
15 a` 28 de la page 4. Toujours est-il que l’on de´montre ainsi que deux branches
couple´es comme AC et AG sont dans le meˆme rapport que deux rectangles
relatifs quelconques base´s sur ces deux branches, rapport qui est bien suˆr
pre´serve´ par passage aux ge´meaux. On peut donc faire tourner aveugle´ment
la combinatoire et ainsi obtenir les autres e´galite´s de rapports. Les couples
jouant des roˆles syme´triques, Desargues pourrait s’arreˆter la` et invoquer la
ge´ne´ralite´ de l’argument qui pre´ce`de. Mais il insiste sur l’utilisation de sa
combinatoire : ce qui apparaˆıt de prime abord comme un simple outil tech-
nique permettant de faciliter la permutation des lettres est en fait l’une des
ve´ritables nouveaute´s de la de´marche argue´sienne. Ainsi page 4, ligne 29, il
obtient
AF
AD
=
FC.FG
DC.DG
=
FB.FH
DB.DH
,
dont les diagrammes sont donne´s par la figure 19.
F
C
D
G
F
B
D
H
Figure 19 – Diagrammes des identite´s AF/AD = (FC.FG)/(DC.DG) =
(FB.FH)/(DB.DH)
De meˆme a` la ligne 32 de la page 4 il obtient
AH
AB
=
HC.HG
BC.BG
=
HD.HF
BD.BF
,
dont les diagrammes sont donne´s par la figure 20, achevant ainsi la de´mons-
tration du the´ore`me.
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HC
B
G
H
D
B
F
Figure 20 – Diagrammes des identite´s AH/AB = (HC.HG)/(BC.BG) =
(HD.HF)/(BD.BF)
Le lecteur attentif remarquera a` nouveau que les arguments avance´s ci-
dessus ne sont valables que si d’une part aucun nœud de l’arbre n’est confondu
avec la souche (si B = A on ne peut diviser par AB) et si d’autre part deux
nœuds de deux couples diffe´rents sont eux aussi diffe´rents (si D = C on
ne peut diviser par DC.DG). Ces cas particuliers seront traite´s un peu plus
tard par Desargues. Celui d’un nœud confondu avec la souche permettra de
montrer que la souche elle-meˆme peut eˆtre vue comme accouple´e au point a`
l’infini, et celui de nœuds confondus sera l’occasion de de´velopper la the´orie
des nœuds moyens simples et doubles.
2.3.1 D’une involution a` un arbre : la situation ge´ne´rique
Apre`s avoir de´montre´ le the´ore`me 2.1, Desargues donne la de´finition de la
notion d’involution, lignes 35 a` 40 du Brouillon Project. La suite du texte est
difficile a` mettre en ordre. Aux lignes 46 et suivantes de la page 4, il re´pe`te
que la notion d’involution sous-entend celle d’arbre. A` partir de la ligne 47
suit un argument qui ressemble a` une contraposition ou a` un raisonnement
par l’absurde, sur lequel nous reviendrons. Les choses paraissent se pre´ciser
ligne 12 de la page 5, ou` Desargues semble affirmer que si GC,DF est couple
de nœuds, alors la souche A est donne´e de position. Il s’embarque alors dans
une se´rie d’arguments (lignes 16 a` 33), qu’il re´pe`te plusieurs fois, tentant de
montrer la re´ciproque du the´ore`me 2.1. Il n’y parvient pas re´ellement mais
on peut en reconstruire une preuve a` partir des e´le´ments de´sordonne´s qu’il
pre´sente.
The´ore`me 2.2 Si (BH,CG,DF) est une involution, il existe un point A tel
que (A; BH,CG,DF) soit un arbre.
Les raisons de la confusion de la pre´sentation de Desargues tiennent a` la dif-
ficulte´ d’organiser clairement la de´monstration lorsque l’on n’a pas se´pare´ les
diverses conditions qui de´finissent arbres et involutions. De ce fait envisager
une preuve par l’absurde ou par contrapose´e semble difficile. Les arguments
de Desargues semblent s’enchaˆıner sans ordre entre la fin de la page 4 et la fin
de la page 5. Nous verrons que dans sa lettre, Beaugrand pre´sente une preuve
19
tre`s lisible du the´ore`me 2.1, mais que, comme Desargues, il pre´tend que sa
re´ciproque est e´vidente en faisant appel au raisonnement par contrapose´e.
En ordonnant quelque peu les arguments de Desargues, on peut cependant
reconstruire une preuve de cette re´ciproque.
De´monstration. — Supposons que (BH,CG,DF) est une involution et sup-
posons de plus que les six points sont distincts deux-a`-deux de manie`re a`
pouvoir conside´rer tous les rapports dont nous aurons besoin. Concentrons-
nous sur deux couples arbitraires CG,DF. On peut construire un point A et
un seul 37 tel que le rapport de AG a` AF soit le meˆme que celui de GD a`
FC. En termes alge´briques modernes, il s’agit de re´soudre une e´quation du
premier degre´, ce que nous verrons plus loin. Le point A sera alors sembla-
blement engage´ ou de´gage´ aux deux branches de chaque couple suivant que
les couples sont meˆle´s ou de´meˆle´s, comme nous l’avons vu au de´but de la
preuve du the´ore`me 2.1.
Le meˆme argument euclidien sur les proportions que celui utilise´ dans la
preuve du the´ore`me 2.1 nous permet de dire que
AG
AF
=
GD
FC
=
AD
AC
(2)
d’ou` 38 AG.AC = AD.AF. L’on en de´duit alors 39 que
CF.CD
GD.GF
=
AC
AG
. (3)
Ensuite Desargues, aux lignes 27 a` 33, se re´pe`te, mais ne de´montre pas ce qui
manque encore pour prouver que A est souche de l’arbre (A; BH,CF,DG),
a` savoir que AB.AH = AC.AG = AD.AF. Or cela peut se de´duire d’un
argument qu’il a employe´ plus haut dans le Brouillon, de la ligne 47 de la
page 4 a` la ligne 11 de la page 5. Il s’agit de raisonner par l’absurde en
supposant que AB.AH 6= AC.AG. Comme dit plus haut, on peut construire
un point H′ tel que AB.AH′ = AC.AG et donc tel aussi que AB.AH′ = AD.AF
d’apre`s 2. De ces e´galite´s de rectangles on tire, comme on l’a fait plus haut,
des e´galite´s de rapports :
AC
AG
=
CB.CH′
GB.GH′
.
Du fait que H 6= H′ on de´duit, graˆce au the´ore`me de Thale`s et au cinquie`me
postulat d’Euclide, que
CH′
GH′
6= CH
GH
37. L’unicite´ se de´duit de la condition d’engagement.
38. p.5, l. 21–23
39. p.5, l. 24
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ce qui, combine´ avec l’identite´ 3 permet d’e´crire que
CF.CD
GD.GF
6= CB.CH
GB.GH
,
contredisant le fait que (BH,CG,DF) est une involution et achevant ainsi la
de´monstration du the´ore`me 2.2.
2.3.2 Arbres et involutions : la situation de´ge´ne´re´e, nœuds moyens
Dans sa de´finition de la notion d’arbre page 4 et sa de´monstration du lien
avec la notion d’involution en fin de page 5, Desargues se place implicitement
dans une situation ge´ne´rique, au sens ou` les points sont tous distincts deux-
a`-deux et ou` toutes les ope´rations qu’il effectue sont licites. A` partir de la
ligne 41 de la page 5, dans un long de´veloppement qui s’e´tendra jusqu’a` la
page 10, il s’attaque a` l’e´tude de cas particuliers, dont l’importance tient a`
leur apparition naturelle dans l’e´tude des coniques : ceux ou` certains points
viennent a` se confondre, du fait par exemple de l’e´galite´ de longueur entre
brins couple´s. La notion d’involution e´tant de nature projective, le lecteur
moderne comprend qu’ici l’auteur risque de buter sur quelques difficulte´s
lie´es a` la confusion des structures.
De prime abord, le texte de Desargues semble confus. Cela tient a` son
choix, dont il a averti le lecteur en ouverture, de ne pas faire « la distinction
necessaire d’entre les impositions de nom, autrement definitions, les propo-
sitions, les demonstrations, quand elles sont en suitte 40. » Il commence par
donner les de´finitions de nœud moyen, simple et double, ainsi que de nœud
extreˆme, inte´rieur ou exte´rieur. Il passe ensuite a` l’examen de ce qui se passe
lorsque l’un des nœuds vient a` se confondre avec la souche, passage qui est
inde´pendant de la notion de nœud moyen, mais qui s’ave`rera cependant im-
portant pour l’e´tude de ceux-ci. Vient ensuite une e´tude du cas des nœuds
moyens simples, situation qu’il e´vacue en ne la conside´rant pas encore comme
une involution : « Il y a nombre d’autres proprietez particulieres a` ce cas de
cette espece de conformation d’arbre, ou` chacun peut s’e´gayer a` sa fantaisie,
mais il n’est pas encore icy du nombre de ceux qui constituent une invo-
lution 41. » Il s’attaque alors aux nœuds moyens doubles, dont il de´veloppe
l’e´tude plus longuement. Il y montrera notamment qu’apparaˆıt dans cette si-
tuation une division harmonique, dont il montrera qu’elle peut eˆtre conside´re´e
de deux manie`res comme une involution, en choisissant convenablement des
souches pour les arbres correpondants : c’est sa notion de souches re´ciproques
entre elles. Ayant clarifie´ la combinatoire, il se lance dans la de´monstration
40. p. 1, l. 1 a` 4
41. p. 7, l. 23
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d’un grand nombre de relations de proportions, que nous de´taillons plus bas
et qui ont duˆ rebuter bien des lecteurs.
La synthe`se se trouve finalement dans un paragraphe sybillin de la page
10, aux lignes 31 a` 36 : « Quand en un tronc droict, trois couples de nœuds
extremes DF, CG, BH, sont en involution entre eux, que deux autres couples
de nœuds, moyens, unis, doubles ou simples, PQ,XY, sont une involution de
quatre points avec chacune des deux quelconques couples CG,& BH, de ces
trois couples de nœuds extremes. Ces deux mesmes nœuds moyens PQ, XY,
sont encore une involution aussi de quatre points avec la troisie´me de ces
couples de nœuds extremes DF. »
Dit autrement, si (DF,CG,BH) est une involution de six points en posi-
tion ge´ne´rale, et si par ailleurs (PQ,XY,CG) ainsi que (PQ,XY,BH) forment
des involutions, que P,Q,X,Y soient nœuds moyens simples ou moyens doubles,
peu importe, la configuration (PQ,XY,DF) est une involution (de quatre
points seulement, voir plus bas). C’est a` notre sens le premier e´nonce´ d’im-
portance du Brouillon–Project et a` lui seul il justifie l’introduction de cette
nouvelle notion qu’est l’involution, qui est agre´gative au sens ou` nous l’avons
entendu dans l’introduction.
Afin de simplifier la lecture, nous allons traiter ces cas les uns apre`s les
autres, en respectant peu ou prou l’ordre de´sordonne´ de Desargues.
Les noms imposez, ou de´finitions. Supposons que (A; BH,CG,DF) est un
arbre. Une premie`re forme de non-ge´ne´ricite´ peut eˆtre celle ou` les longueurs
des branches d’un meˆme couple sont e´gales. Si AC = AG, on dit que le
couple de nœuds C,G forme un couple de nœuds moyens 42. Si la souche A
est engage´e entre les pie`ces AC,AG, alors A est le milieu de CG de sorte que
C 6= G. Desargues dit que dans ce cas les nœuds C,G sont des nœuds moyens
simples 43. Si au contraire la souche A est de´gage´e, alors C = G et le couple
C,G est un couple de nœuds moyens doubles 44. Enfin, si AB 6= AH, on dit
que le couple B,H forme un couple de nœuds extreˆmes 45.
Dans la situation ou` l’arbre ne comporte qu’un couple de nœuds moyens
et deux couples de nœuds extreˆmes, tout se passe bien dans les arguments
de´veloppe´s jusque la` : la notion d’arbre est e´quivalente a` celle d’involution.
C’est dans les cas ou` l’arbre compte deux couples de nœuds moyens que
la situation se gaˆte. Faisons ici une remarque que Desargues ne daigne pas
e´crire : un arbre comporte au plus deux couples de nœuds moyens. Plus
pre´cise´ment meˆme, e´tant donne´ un arbre (A; BH,CG,DF) avec B,H nœuds
42. p. 3, l.12, pour les branches plutoˆt que pour les nœuds correspondants.
43. p.5, l. 41
44. p. 5, l. 56
45. p. 6, l. 8
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extreˆmes, on peut toujours trouver deux couples et deux seulement C′,G′
et D′,F′ de sorte que (A; BH,C′G′,D′F′) soit un arbre dont C′,G′ et D′,F′
soient nœuds moyens.
Plac¸ons-nous dore´navant dans le cas ou` (A; BH,CG,DF) est un arbre
ayant deux couples de nœuds moyens C,G et D,F et un couple de nœuds
extreˆmes B,H.
Cas des nœuds partant a` l’infini. Commenc¸ons par examiner ce qui se
passe quand l’un des nœuds extreˆmes approche la souche. Que les nœuds
moyens soient simples ou doubles, l’un des nœuds extreˆmes, B par exemple,
est entre les nœuds moyens et l’autre, H, ne l’est pas. On dit que B est un
nœud extreˆme inte´rieur 46 et H un nœud extreˆme exte´rieur 47. De l’e´galite´ de
rectangles AB.AH = AC.AG = AC2, il de´coule qu’a` mesure que B approche
de la souche A, le point H s’en e´loigne jusqu’a` ce que Desargue appelle la
« distance infinie. » Cette remarque lui permet, page 6, lignes 33 a` 35, de
conside´rer que le point A, accouple´ au point a` distance infinie, que Desargues
ne nomme pas mais que nous avons plus haut propose´ de noter E, forme un
couple de points dans l’involution. Il est curieux que ce de´veloppement se
fasse au milieu de celui concernant les nœuds simples, puisqu’il en est en fait
inde´pendant.
Nœuds moyens simples. A` partir de la moitie´ de la page 6 et jusqu’a`
la page 7, Desargues e´tudie la situation suivante : conside´rons un arbre
(A; BH,CG,DF) dont la souche A est engage´e entre deux couples de nœuds
moyens simples de sorte que par exemple C 6= G et D 6= F, tandis que BH
forme un couple de nœuds extreˆmes 48. Les identite´s issues de la de´finition
d’un arbre sont rappelle´es par Desargues et sont en l’occurence
AB.AH = AC.AG = AD.AF = AC2 = AF2 = AD2 = AG2.
Il souligne alors 49 que cela signifie en termes euclidiens qu’une quelconque
des branches moyennes, AC par exemple, est moyenne proportionnelle des
branches exteˆmes AB,AH. On peut sans doute e´mettre l’hypothe`se que c’est
cette occurence d’une situation euclidienne classique qui a incite´ Desargues
a` utiliser les termes de nœuds moyens et extreˆmes, renforc¸ant l’ide´e que ses
choix en ce domaine sont tre`s re´fle´chis 50.
46. p. 6, l. 13
47. p. 6, l. 15
48. p. 6, l. 38
49. p. 6, l. 47
50. Rappelons que si a/c = c/b, on dit que c est moyenne proportionnelle des deux
extreˆmes a et b.
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Comme A est le milieu de CG et de DF qui sont tous deux de longueurs
e´gales, il est ne´cessaire que, par exemple, C = F et D = G, comme il est mon-
tre´ dans la figure 6, deuxie`me ligne, p. 115 de [19]. Desargues va de´montrer
l’e´galite´ suivante :
GB.GH = CB.CH
et ce de trois manie`res diffe´rentes. La premie`re de´monstration qu’il donne
est fautive, mais instructive 51. Comme les points sont dispose´s comme en
involution, on a
GD.GF
CD.CF
=
GB.GH
CB.CH
,
ce qui est e´trange puisqu’ici G = D et C = F de sorte que le premier rapport
n’est autre que 0/0. Cela n’effraie pas Desargues qui continue et en de´duit
imme´diatement que
GD.GF
GB.GH
=
CD.CF
CB.CH
,
et comme 52 GD.GF = CD.CF, que Desargues de´duit probablement de l’e´ga-
lite´ GD = CF (e´gaux en fait a` 0) et de GF = CD, on en tire l’identite´
recherche´e, a` savoir GB.GH = CB.CH.
Il passe ensuite au second argument, annonc¸ant 53 qu’il est e´vident que
CH
BG
=
GH
BC
,
d’ou` l’identite´ recherche´e suit imme´diatement. L’identite´ ci-dessus est encore
une fois conse´quence de la de´finition d’un arbre. De AB.AH = AC.AG on
tire
AH
AG
=
AC
AB
d’ou`
AH
AG
=
AH− AC
AG− AB =
AH− AG
AC− AB =
GH
BC
et
AH
AG
=
AH + AC
AG + AB
=
CH
BG
.
Son troisie`me argument est donne´ a` partir de l’avant dernie`re ligne de
la page 6 et se poursuit page 7. Comme il l’a de´ja` de´montre´, AG est a` son
accouple´e AC comme le rectangle GB.GH est a` son relatif le rectangle CB.CH
(voir la figure 18). Mais ici AG = AC puisque CG est un couple de nœuds
51. p. 6, l. 49 a` l. 56
52. p. 6, l. 54
53. p. 6, l. 57
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moyens. Ainsi a-t-on ne´cessairement GB.GH = CB.CH. Et Desargues de
conclure ces trois arguments 54 par la remarque que cette identite´ devient
incompre´hensible lorsque B s’unit a` la souche A et que le point H part a`
l’infini.
Il conclut cette e´tude par une re´interpre´tation de la configuration en
termes de trois segments HG,GB,BC conse´cutifs.
C HB G
De l’e´galite´ de rectangles GB.GH = CB.CH il de´duit que
CH
GB
=
GH
CB
,
ou encore que la somme des trois segments est au segment du milieu comme
le segment du bout, du coˆte´ du nœud extreˆme exte´rieur H, est au segment
de l’autre bout :
CB + BG + GH
BG
=
GH
CB
.
Le cas ou` le nœud extreˆme exte´rieur est a` l’infini 55, c’est-a`-dire ou` B = A,
donne un cas particulier inte´ressant que l’on peut de´duire de la configuration
d’arbre mais aussi, directement, des conside´rations sans souche faites juste
avant : B devient milieu de CG. Desargues finit par dire 56 qu’en cette espe`ce
de conformation il y a nombre d’autres proprie´te´s inte´ressantes, mais qu’il
ne la conside`re pas ici encore 57 comme constituant une involution, ce qui
est quelque peu surprenant mais est e´clairci plus loin, page 10, lignes 31 et
suivantes, dans le paragraphe sybillin cite´ plus haut.
Nœuds moyens doubles. Continuons maintenant en examinant ce qui se
passe dans le cas ou` les deux couples de nœuds moyens sont doubles, c’est-
a`-dire quand la souche A est de´gage´e des couples de branches. Nous sommes
alors dans la situation suivante : C = G, D = F et C,D sont situe´s de
part et d’autre du point A qui est alors le milieu de la pie`ce CD. L’e´tude
proprement dite de cette configuration commence a` la page 7, ligne 26 et
54. p. 7, l2
55. p. 7, l. 20
56. p. 7, l. 23
57. l. 24
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va se poursuivre jusqu’a` la page 10, ou` Desargues synthe´tisera les re´sultats
obtenus en ge´ne´ralisant comple`tement la notion d’involution, avant de passer
au the´ore`me de la rame´e, quittant ainsi de´finitivement la ge´ome´trie en une
dimension.
Il commence par rappeler que cette situation de trois couples de nœuds ne
donne en fait que deux couples de points en involution. Comme l’on a affaire
a` un arbre avec deux couples de nœuds moyens et une souche de´gage´e, les
identite´s suivantes sont ve´rifie´es :
AB.AH = AC.AG = AD.AF = AC2 = AG2 = AD2 = AF2.
Comme cela a de´ja` e´te´ de´montre´, nous pouvons en tirer 58
AH
AG
=
AG
AB
=
HG
BG
.
Cependant ici HG = HC et BG = BC et donc le dernier rapport est aussi
e´gal a` 59 √
HG.HC
BG.BC
.
E´tant dans une situation d’involution, on peut dire que
HG.HC
BG.BC
=
HF.HD
BF.BD
,
et comme C = G,D = F, on a aussi BF = BD,HF = HD et BG = BC, il
s’ensuit 60 que
HG
BG
=
HF
BF
ce qui, combine´ avec l’identite´ de´montre´e plus haut, donne finalement 61
AH
AG
=
AG
AB
=
HG
BG
=
HF
BF
.
Desargues donne alors une interpre´tation ge´ome´trique de la situation en
termes de trois segments conse´cutifs : FB,BG,GH sont trois pie`ces conse´cu-
tives telles que l’un des bouts, GH, est a` sa mitoyenne BG, comme la somme
des trois HF, est a` l’autre bout BF 62. On reconnait la` une configuration de
58. p. 7, l. 34
59. p. 7, l. 36
60. p. 7, l. 43
61. p. 7, l. 47
62. p. 7, l. 50–55
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division harmonique et il peut apparaˆıtre curieux que Desargues ne le men-
tionne pas. Il note cependant que cette configuration est affaire d’une paire
de couples de points, ici (B,H) et (F,G). Mais comme le mot couple est de´ja`
utilise´, il va employer une autre terminologie : dans le cas d’une involution de
4 points seulement avec deux couples de nœuds moyens CG,DF et un couple
de nœuds extreˆmes BH, il de´clare les deux nœuds moyens (mais non couple´s)
G,F correspondants entre eux 63, de meˆme que les deux nœuds extreˆmes (qui
eux sont couple´s) sont de´clare´s correspondants entre eux. Cela n’est jamais
que la mise au jour du fait qu’une division harmonique F,B,G,H ne de´pend
en fait que de la paire de paires {B,H}, {F,G}, ce qui clarifie comple`tement
la combinatoire de cette configuration qui est bien vue par Desargues comme
une relation entre points.
De la ligne 10 a` la ligne 39 de la page 8, il re´pe`te de plusieurs manie`res
diffe´rentes ce qu’il comprend par les mots involution de quatre poincts seule-
ment. Il entend par la` soit la situation de´crite jusqu’ici, a` savoir une involution
avec deux couples de nœuds moyens doubles et un couple de nœuds extreˆmes,
donnant en fait quatre points divisant harmoniquement la droite, soit encore
le cas ou` le nœud extreˆme inte´rieur se confond avec la souche tandis que l’ex-
te´rieur part a` l’infini, donnant ainsi la configuration que l’on pourrait noter
F,B,G,∞, avec B milieu de FG.
A` partir de la ligne 40, il revient sur l’e´tude de l’involution a` nœuds
moyens doubles et va montrer comment, en changeant l’involution (et la
souche de l’arbre correspondant) on va pouvoir transformer des nœuds moyens
doubles en nœuds extreˆmes et vice versa. Cela renforce encore ce qui a de´ja`
e´te´ de´montre´ sur le fait qu’une division harmonique F,B,G,H ne de´pend
en fait que de la paire de paires {B,H}, {F,G}, mais surtout illustre notre
the`se sur le cheminement de Desargues concernant la gene`se de la notion
d’involution.
Prenons en effet le milieu L du segment HB. Comme il ressort de ce qui
pre´ce`de,
BF
BG
=
HF
HG
et donc les rapports des carre´s sont e´gaux eux aussi :
FB.FB
GB.GB
=
FH.FH
GH.GH
,
ce qu’il interpre`te 64 comme le fait que FG,BB,HH forment une involution
dont F et G sont nœuds extreˆmes et B,H nœuds moyens doubles. Il remarque
63. p.8, l. 10
64. p. 8, l. 50
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ensuite que les meˆmes de´monstrations faites jusqu’ici impliquent que
FB.FB
GB.GB
=
FH.FH
GH.GH
=
LF
LG
,
ce qui permet alors de dire que L est souche de l’arbre (L,GF,BB,HH).
Cela ache`ve en quelque sorte sa description de la double syme´trie de la
division harmonique {B,H}, {F,G} e´voque´e plus haut. Mais surtout, cela
montre que l’on peut conside´rer une division harmonique de deux manie`res
comme une involution, suivant qu’on prend pour souche de l’arbre le milieu
A de FG ou le milieu L de BH, obtenant ce qu’il appelle deux souches re´ci-
proques entre elles, ou encore que l’on conside`re B,H comme nœuds moyens
ou extreˆmes (et F,G comme nœuds extreˆmes ou moyens).
De la ligne 8 de la page 9 jusqu’au milieu de la page 10, Desargues reprend
son e´tude des nœuds moyens doubles. Il commence par affirmer que
BF
BA
=
BH
BG
,
ce qui se de´duit en effet de l’e´galite´ AG.AG = AB.AH par les me´thodes
qu’il a de´ja` maintes fois utilise´es. Transformant cette e´galite´ de rapports en
e´galite´ de rectangles on obtient BF.BG = BA.BH, ce qui lui fait dire que B
peut eˆtre conside´re´ comme souche 65 de l’arbre (B; FG,AH). Ici encore, d’une
meˆme division harmonique et du choix d’une souche pour la voir comme une
involution, on peut de´duire plusieurs involutions. Il va exploiter a` fond cette
possibilite´ combinatoire et re´utiliser les me´thodes de preuve qu’il a mises au
point pre´ce´demment. Nous donnons la suite des identite´s qu’il obtient sans
plus de pre´cision. Du fait que B est souche de l’arbre (B; FG,AH) on tire
BF
BG
=
FA.FH
GA.GH
terme e´gal a` FH/GH puisque FA = GA, et qu’on peut finalement e´crire
comme la racine carre´e d’un rapport de carre´s 66 :
BF
BG
=
√
FH.FH
GH.GH
.
Comme B et H jouent des roˆles syme´triques, on peut de´duire de l’identite´
BF
BA
=
BH
BG
65. « Pour souche » : p. 9, l. 11
66. p. 9, l. 15
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que tout aussi bien
HF
HA
=
HB
HG
soit encore 67
HG
HB
=
HA
HF
,
ce qui donne l’identite´ de rectangles HG.HF = HB.HA disant que H est pour
souche de l’arbre (H; GF,BA). Re´pe´tant le meˆme argument que pre´ce´dem-
ment avec H comme souche on obtient derechef
HF
HG
=
√
BF.BF
BG.BG
,
puis que 68
BF
BG
=
FA.FB
GA.GB
et
HF
HG
=
FA.FH
GA.GH
.
Arborisant de plus belle, il en tire 69
FA.FB
GA.GB
=
FA.FH
GA.GH
.
Comme B est souche de (B; AH,FG) on a e´galement
BH
BA
=
HF.HG
AF.AG
et comme AF = AG ce dernier rapport est aussi e´gal a` HF.HG/(AG.AG).
Le meˆme raisonnement avec H pour souche donne
HA
HB
=
AF.AG
BF.BG
=
AG.AG
BF.BG
.
Re´utilisant sans le dire son argument usuel, a` partir cette fois-ci de l’identite´
de rectangles AF.AG = AF2 = AB.AH, il tire 70
FH
FA
=
BF
BA
=
BH
BG
,
d’ou` suit d’abondant que 71
FH.BA = FA.FB et HF.BG = FA.BH.
67. p.9, l. 17
68. p. 9, l. 26
69. p.9, l. 29
70. p.9, l. 35
71. p. 9, l. 37
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De l’identite´
FH
FA
=
BF
BA
on tire, par diffe´rences,
AB
AG
=
AF
AH
=
BF
FH
et donc 72
GA
BF
=
HA
HF
ainsi que les identite´s de rectangles qui s’en de´duisent. De meˆme, en usant
de la souche H, obtient-on
HA
HF
=
HG
HB
.
Comme A est milieu de GF, il s’ensuit 73
BF
BH
=
2FA
2GH
=
FG
2GH
et ainsi
FB
FG
=
BH
2HG
et donc 74
FB
FA
=
2FB
FG
=
2BH
2GH
=
BH
GH
et les identite´s de rectangles
FB.HG = FA.HB et FB.HA = FA.HF
qui s’ensuivent. Desargues, tel un ge´ant jonglant avec des arbres, e´nonce alors
toute une se´rie d’identite´s que nous reproduisons ici pour le divertissement 75
du lecteur :
HB.HB
HB.HA
=
BA.BH
AB.AH
=
BG.BF
AG.AG
=
BG.BF
AF.AF
=
HB
HA
,
puis
BG
BA
BF
AH
=
HB
HA
et comme
HB
HA
=
BG.BF
AG.AF
=
GB
GA
FB
FA
72. p.9, l. 39
73. p. 9, l. 42
74. p. 9, l. 44
75. dernie`re ligne de la page 9
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cela donne 76
BG
BA
BF
AH
=
GB
GA
FB
FA
=
HB
HA
.
Apre`s une phrase mise comme une respiration au bas de la page 9, l’auteur
continue, comme enivre´ de sa virtuosite´. Le premier aline´a de la page 10 est
ainsi tourne´ : « Davantage puis que HB, est a` HG, comme FB, est a` FA, &
que la raison est double qui est compose´e des raisons de FG, a` FB, & de FB,
a` FA, c’est a` dire la raison de FG, a` FA. » Que signifie ici le mot « double » ?
Desargues dit d’abord que
HB
HG
=
FB
FA
,
puis que (c’est la raison compose´e)
FG
FB
FB
FA
=
FG
FA
,
et ce dernier rapport vaut 2, puisque A est milieu de FG. C’est la raison
double dont il est question dans le texte. De la` il tire 77
FG
FB
FB
FA
=
FG
FB
HB
HG
= 2 =
FG
HG
HB
FB
.
Avec le meˆme argument, partant de
BH
BG
=
FH
FA
,
il obtient 78 :
FG
BG
BH
FH
= 2 =
HB
HF
GF
GB
.
Ici s’ache`ve cette chevauche´e dans ce qu’il convient maintenant d’appeler une
foreˆt.
Il va alors tirer quelques conse´quences des proprie´te´s qu’il vient de de´-
montrer pour savoir si quatre points sont en involution 79.
Le premier exemple 80 s’e´nonce ainsi : si AB/AC = AC/AH (AB,AC et
AH sont dites « entre elles continuellement proportionnelles ») et si AF =
AC, alors H,C,B,F sont en involution. Ensuite 81, si BH/BG = BF/BA (les
quatres segments BH,BG,BF,BA sont deux a` deux proportionnels) et si A
76. p. 9, l. 59
77. p. 10, l. 4
78. p. 10, l. 10
79. p.10, l. 14
80. p. 10, l. 16
81. p. 10, l. 19
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est milieu de FG, alors H,G,B,F sont en involution. Enfin 82, si HG/HB =
HA/HF et si A est milieu de FG alors H,G,B,F sont en involution.
Ici s’ache`ve ce long et difficile passage du Brouillon-Project, a` la fin duquel
Desargues fait la synthe`se cite´e plus haut. Il passe alors a` la ge´ome´trie plane
proprement dite, en de´montrant le the´ore`me de la rame´e, qui n’est jamais
que l’e´nonciation de l’invariance de l’involution par projection centrale.
3 Arbres et involutions : une version utilisant
le langage alge´bro-ge´ome´trique
Conside´rons un corps commutatif K (de caracte´ristique diffe´rente de 2)
et L une droite projective sur le corps K. Munissons L d’un repe`re projectif
{0, 1,∞} permettant d’identifier L a` K ∪ {∞}. Soit a ∈ L un point, dit
souche, et b, h; c, g; d, f six points distincts deux a` deux et diffe´rents de a,
accouple´s deux a` deux.
De´finition 3.1 On dit que la configuration a; b, h; c, g; d, f forme un arbre
alge´brique si les identite´s suivantes sont satisfaites :
(b− a)(h− a) = (c− a)(g − a) = (d− a)(f − a).
Suivons le cheminenent de Desargues et transformons ces identite´s de rec-
tangles en identite´s de rapports de rectangles ne faisant plus apparaˆıtre la
souche a. Prenons deux couples quelconques, par exemple c, g et d, f . De
l’identite´ des rectangles on tire deux identite´s de rapports :
c− a
d− a =
f − a
g − a et
c− a
f − a =
d− a
g − a.
Nommons α le premier rapport et α′ le second, de sorte que
α =
c− a
d− a =
f − a
g − a =
(c− a)− (f − a)
(d− a)− (g − a) =
c− f
d− g ,
et que
α′ =
c− a
f − a =
d− a
g − a =
(c− a)− (d− a)
(f − a)− (g − a) =
c− d
f − g .
Les ope´rations effectue´es ici sont licites car les six points sont disctincts deux
a` deux. En multipliant α et α′ on obtient
αα′ =
c− a
d− a
d− a
g − a =
c− a
g − a =
(c− f)(c− d)
(d− g)(f − g) ,
82. p. 10, l. 23
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soit encore
c− a
g − a =
(d− c)(f − c)
(f − g)(d− g) , (4)
qui n’est autre que l’identite´ e´nonce´e par Desargues a` la ligne 15, page 4, du
Brouillon Project. En utilisant l’autre identite´ de rectangles, a` savoir (b −
a)(h− a) = (c− a)(g − a), on obtient de meˆme
β =
c− a
b− a =
h− a
g − a et β
′ =
c− a
h− a =
b− a
g − a
d’ou` l’on tire
β =
c− h
b− g et β
′ =
c− b
h− g .
En multipliant β par β′ on obtient comme ci-dessus
c− a
g − a =
(c− h)(c− b)
(b− g)(h− g)
ce qui, combine´ avec l’identite´ 4 entraˆıne l’e´galite´ de rapports :
(h− c)(b− c)
(b− g)(h− g) =
(d− c)(f − c)
(f − g)(d− g) .
En faisant tourner la combinatoire ge´mellaire, on obtient deux autres e´galite´s
de rapports de rectangles, nous permettant de donner la de´finition suivante :
De´finition 3.2 La configuration b, h; c, g; d, f forme une involution alge´-
brique si les six points b, h, c, g, d, f sont distincts deux a` deux et si les trois
identite´s suivantes sont satisfaites :
(d− g)(f − g)
(d− c)(f − c) =
(b− g)(h− g)
(b− c)(h− c) , (5)
(c− f)(g − f)
(c− d)(g − d) =
(b− f)(h− f)
(b− d)(h− d) (6)
et
(c− h)(g − h)
(c− b)(g − b) =
(d− h)(f − h)
(d− b)(g − b) . (7)
La manie`re dont Desargues organise ses rapports rend le lien avec la ge´ome´trie
projective moderne un peu indirect. Prenons l’identite´ 5 et re´organisons-en
les termes, elle devient
(b− g)(d− c)
(b− c)(d− g) =
(f − g)(h− c)
(f − c)(h− g) ,
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ce que l’on peut e´crire encore(
c− d
c− b
)
(
g − d
g − b
) =
(
c− h
c− f
)
(
g − h
g − f
) ,
ce qui n’est autre que l’identite´ de birapports
[c, g; d, b] = [c, g;h, f ].
Sous cette forme condense´e, les autres identite´s se de´duisent facilement, et
l’on peut donc donner une nouvelle version de l’involution alge´brique :
De´finition 3.3 La configuration b, h; c, g; d, f forme une involution alge´-
brique si les six points b, h, c, g, d, f sont distincts deux a` deux et si les trois
identite´s suivantes sont satisfaites :
[b, h; d, c] = [b, h; g, f ], [c, g; d, b] = [c, g;h, f ] et [d, f ; c, b] = [d, f ;h, g].
De cette nouvelle de´finition il ressort que la notion d’involution alge´brique est
inde´pendante du choix du repe`re projectif sur la droite L, puisque le birapport
est invariant par homographie. Du the´ore`me suivant de´coulera alors que la
notion d’arbre alge´brique elle-meˆme est inde´pendante du choix du repe`re.
The´ore`me 3.1 Trois couples de six points distincts b, h; c, g; d, f forment
une involution alge´brique si et seulement s’il existe un septie`me point a fai-
sant office de souche a` l’arbre a; b, h; c, g; d, f .
De´monstration. — Le sens indirect a e´te´ de´montre´ plus haut et, pour
de´montrer le sens direct, nous allons supposer que (b, h; c, g; d, f) forme une
involution alge´brique. Quitte a` changer de repe`re projectif en particulier en
changeant le point a` l’infini, on peut supposer que pour deux couples c, g; d, f
au moins, on a d−g 6= c−f . On proce`de alors comme Desargues et l’on note
a l’unique solution de l’e´quation line´aire
g − a
f − a =
d− g
c− f .
Nous en tirons
g − a
f − a =
d− g
c− f =
(g − a) + (d− g)
(f − a) + (c− f) =
d− a
c− a , (8)
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ce qui peut encore s’e´crire (g−a)(c−a) = (d−a)(f−a) et il est facile de voir
que a est ne´cessairement diffe´rent de g, f, d, c. Continuons comme Desargues
et montrons par l’absurde que (b − a)(h − a) = (g − a)(c − a). Supposons
que cela ne soit pas le cas et conside´rons h′ l’unique solution de l’e´quation
line´aire (b − a)(x − a) = (g − a)(c − a). La configuration (a; b, h′; c, g; d, f)
forme donc un arbre alge´brique et par construction h 6= h′. En reprenant, a`
partir de l’identite´ (b−a)(h′−a) = (g−a)(c−a) le raisonnement de´montrant
qu’un arbre alge´brique est une involution, on montre que
c− a
b− a =
h′ − a
g − a =
c− h′
b− g
et que
c− a
h′ − a =
b− a
g − a =
c− b
h′ − g .
Puisque
c− a
g − a =
c− a
b− a
b− a
g − a =
c− h′
b− g
c− b
h′ − g ,
on a
c− a
g − a =
c− b
b− g
c− h′
h′ − g 6=
c− b
b− g
c− h
h− g . (9)
Mais de l’identite´ 8 on tire
g − a
f − a =
d− a
c− a ,
ce qui permet de de´montrer que
c− a
g − a =
(c− f)(c− d)
(d− g)(f − g) .
Comme (b, h; c, g; d, f) est une involution alge´brique, l’identite´ 5 entraine
alors que
c− a
g − a =
(c− b)(c− h)
(b− g)(h− g) ,
en contradiction avec l’ine´galite´ 9. Le the´ore`me 3.1 est de´montre´.
Nous voici maintenant un peu plus a` l’aise pour explorer la notion d’invo-
lution. Soit (b, h; c, g; d, f) une involution, et soit a la souche en faisant un
arbre. Quitte a` changer de repe`re projectif, nous supposerons que a = 0. Les
identite´s arboricoles deviennent alors
bh = cg = df.
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Notons α la valeur commune a` ces trois produits et notons φ l’homographie
de L dans elle-meˆme de´finie par
φ(z) =
α
z
ou encore φ([z : t]) = [αt : z].
La transformation φ est une involution au sens moderne du terme et les
identite´s ci-dessus disent simplement que φ e´change b et h, c et g ainsi que d
et f . Elle envoie de plus la souche a sur l’infini.
Proposition 3.1 Une configuration (b, h; c, g; d, f) est une involution alge´-
brique si et seulement s’il existe une homographie involutive φ telle que
φ(b) = h, φ(c) = g et φ(d) = f .
Une homographie e´tant entie`rement de´termine´e par ses valeurs sur trois
points distincts, la donne´e de l’involution alge´brique et celle de l’homographie
involutive associe´e sont e´quivalentes. On en de´duit imme´diatement le re´sultat
suivant, cas particulier de l’e´nonce´ du Brouillon Project cite´ plus haut :
Proposition 3.2 Soit (b, h; c, g; d, f) une involution alge´brique et supposons-
nous donne´ un autre couple de points k, l tel que (b, h; c, g; k, l) forme une
involution. Alors (c, g; d, f ; k, l) forme e´galement une involution.
Jusqu’ici nous avons suppose´ les points des divers couples distincts deux a`
deux. Une homographie involutive est toujours conjugue´e a` une transforma-
tion telle que φ ci-dessus, avec α ∈ K∗. Elle admet deux points fixes si α est
un carre´ dans K, et aucun sinon. Rappelons que dans le premier cas on dit
que φ est hyperbolique et que dans le second elle est elliptique, terminologie
qui prendra son sens par la suite. Il apparaˆıt de`s lors une premie`re dichotomie
dans la notion d’involution argue´sienne, suivant la nature de l’homographie
involutive qu’elle de´termine.
De´finition 3.4 Une involution (au sens de Desargues, ou bien au sens al-
ge´brique) est dite elliptique si l’homographie involutive qu’elle de´termine est
sans point fixe. Elle est dite hyperbolique si cette homographie a deux points
fixes.
3.1 Involutions hyperboliques
Supposons que (b, h; c, g; d, f) est une involution hyperbolique et notons
φ(z) = α/z son homographie involutive associe´e. L’e´quation x2 = α admet
deux solutions, donnant les deux points fixes k et l de φ (en coordonne´es,
k, l = ±√α). Rappelons la proposition suivante :
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Proposition 3.3 E´tant donne´s deux points distincts k, l de la droite L, il
existe une unique homographie involutive φ admettant k et l pour points fixes.
De plus, pour tout point b d’image h, on a
[k, l; b, h] = −1.
Nous pouvons donc e´tendre la notion d’involution argue´sienne au cas ou` deux
des couples c, g et d, f sont des couples de points confondus. Dans ce cas les
rectangles AC.AG et AD.AF correspondants sont en fait des carre´s : c, g et
d, f sont alors ce que Desargues appelle des nœuds moyens. Mieux, comme
ici l’involution est hyperbolique, on a ne´cessairement c = g = k et d =
f = l, c’est-a`-dire que dans le cas d’une involution hyperbolique, l’involution
posse`de deux couples de nœuds moyens doubles 83. Si b est un tierce point tel
que h = φ(b) 6= b, la configuration (b, h; k, k; l, l) forme donc une involution
de quatre points seulement, et la proposition ci-dessus nous informe que
[k, l; b, h] = −1,
c’est-a`-dire que l’involution de quatre points seulement (b, h; k, l) est une
division harmonique de la droite L. Dans le cas ou` le corps de base K est
le corps des nombres re´els, dire que φ est hyperbolique revient a` dire que
α est positif, et l’on retrouve alors le fait que dans ce cas la souche est
de´gage´e d’entre les couples : c = g = k est d’un coˆte´ de la souche a (en
coordonne´es, a = 0), d = f = l de l’autre, et les deux points b, h sont du
meˆme coˆte´ de la souche, l’un b est plus proche de a que ne l’est c par exemple,
l’autre h en est plus e´loigne´. Remarquons que cela permet encore d’e´tendre
la notion d’involution, en de´cre´tant que (a,∞; k, k; l, l) forme une involution
si k2 = l2 = α et si a est le milieu de du segment [l, k].
Faisons encore une remarque : soit (f, g; b, h) une division harmonique de
la droite. Alors il existe une unique involution σ telle que b, h soient ses points
fixes et σ(f) = g. De meˆme il existe une unique involution σ′ telle que f, g
soient ses points fixes et σ′(b) = h. Fixons une structure affine en fixant un
point∞ comme point a` l’infini sur la droite. Si l’on pose a = σ(∞), on dit que
a est le point central de l’involution σ et elle est de´termine´e par l’e´quation
(m − a)(σ(m) − a) = α. Si l’on pose ` = σ′(∞), alors ` est point central
de l’autre involution σ′ de´termine´e par la division harmonique (f, g; b, h), et
l’on retrouve ce que Desargues nomme les souches re´ciproques entre elles de
l’involution de quatre points seulement (f, g; b, h). Suivant que l’on conside`re
que f, g sont nœuds moyens ou extreˆmes, on obtient d’une telle situation en
division harmonique deux manie`res d’involution argue´sienne. Dit autrement,
la notion d’involution argue´sienne, meˆme de quatre points seulement, est plus
riche que celle de division harmonique.
83. Et re´ciproquement.
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3.2 Involutions elliptiques
Supposons que (b, h; c, g; d, f) est une involution elliptique et notons φ(z) =
α/z son homographie involutive associe´e. L’e´quation x2 = α est sans solu-
tion. Il n’existe donc pas de point fixe ni a fortiori, de nœuds moyens dans
ce cas. Rappelons cependant que Desargues de´finit la notion de nœud moyen
en termes de longueurs, c’est-a`-dire d’e´galite´s de quantite´s positives ou, plus
ge´ne´ralement, de quantite´s qui sont des carre´s. Pour simplifier les choses,
plac¸ons-nous dans le cas ou` K = R. Le terme α est dans notre cas strictement
ne´gatif. Il existe g > 0 et c < 0 tels que |g| = |c| et gc = α. Dit autrement le
couple c, g (en coordonne´es, le couple
√−α,−√−α) est un couple de nœuds
de l’involution de´termine´e par φ, et comme |g| = |c|, Desargues les consi-
de`re comme des nœuds moyens. Comme g 6= c puisque c = −g, il le nomme
un couple de nœuds moyens simples. Ils sont situe´s de part et d’autre de la
souche a et celle-ci est donc engage´e. Il existe alors un unique autre couple
de nœuds moyens simples, a` savoir d = −√−α, f = √−α de sorte que l’in-
volution posse`de deux couples de nœuds moyens simples, le couple c, g et le
couple d, f , ne donnant en fait que deux points puisque c = f et d = g.
Pour se tirer de l’embarras ainsi cre´e par la co¨ıncidence de deux points
pris dans deux couples diffe´rents, et inclure ce cas dans le cadre des involu-
tions de quatre points seulement, comme dans le cas hyperbolique, Desargues
e´crit la chose suivante, lignes 31 et suivantes de la page 10 du Brouillon Pro-
ject : « Quand en un tronc droict, trois couples de nœuds extremes DF, CG,
BH, sont en involution entre eux, que deux autres couples de nœuds, moyens,
unis, doubles ou simples, PQ,XY, sont une involution de quatre points avec
chacune des deux quelconques couples CG,& BH, de ces trois couples de
nœuds extremes. Ces deux mesmes nœuds moyens PQ, XY, sont encore une
involution aussi de quatre points avec la troisie´me de ces couples de nœuds
extremes DF. »
Le proble`me est que la notion de nœud moyen simple n’est pas de nature
projective. Plus pre´cise´ment : que f soit elliptique ou hyperbolique, cela est
un fait projectif. Si elle est hyperbolique, elle admet deux points fixes et
cela encore est un fait projectif : ces deux points fixes, donnant les nœuds
moyens doubles, sont des invariants de conjugaison homographique. Mais
si l’involution est elliptique, de´terminer des nœuds moyens simples suppose
que l’on a fixe´ le point a` l’infini, c’est-a`-dire une structure affine sur la droite
projective prive´e de ce point. Voila` sans doute une des raisons pour lesquelles
Desargues bute sur ce point, raison que bien e´videmment il ne peut entendre.
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3.3 Involutions « paraboliques »
Rappelons qu’une homographie φ est dite parabolique si elle posse`de un
unique point fixe. Il est bien connu que si φ est involutive, elle ne peut eˆtre
parabolique 84. On trouve cependant dans l’article de Lenger [12] l’ide´e que
Desargues aurait eu l’intuition du « troisie`me cas possible d’involution », ide´e
reprise dans [19], p. 157. Cette erreur est duˆe a` une interpre´tation errone´e
d’un passage qui commence ligne 30 de la page 21 du Brouillon Project : « Ce-
pendant on remarquera qu’entre les deux espe`ces de conformation d’arbre il
y en a une troisiesme en laquelle de chaque couple de nœuds, tousiours un est
uny a` la souche, ou l’entendement demeure court de mesme qu’en plusieurs
autres circonstances, & cette espece de conformation d’arbre est mytoyenne
entre les autres a` souche engage´e & souche de´gage´e. » On remarque tout
d’abord qu’ici Desargues revient a` la notion d’arbre et ne parle aucunement
d’involution. Revenons a` la notation alge´brique moderne en prenant le point
a = 0 pour souche et conside´rons une involution φ de point central 0. On
sait alors qu’il existe un nombre re´el non-nul k tel que zφ(z) = k. Si k < 0
l’involution est elliptique et sans point fixe, la souche est engage´e. Si k > 0,
elle est hyperbolique et a deux points fixes, la souche est de´gage´e. Le cas
dont parle Desargues, (mytoyen entre les autres) est donc celui ou` k = 0,
ce qui de´finit une transformation qui n’est plus du tout une homographie
mais celle qui envoie tout point z (sauf l’infini) sur la souche a (de chaque
couple de nœuds, tousiours un est uny a` la souche). C’est une transformation
singulie`re et Desargues se garde bien d’inclure ce cas au rang d’une situation
d’involution meˆme s’il apparaˆıt ge´ome´triquement comme cas de´ge´ne´re´ : un
peu plus bas, Desargues conside`re ce qu’il advient quand une traversale est
tangente a` la conique. Pre´cisons brie`vement de quoi il s’agit. Si C est une
conique et si F est un point du plan, sa traversale n’est jamais que sa polaire
eu e´gard a` C. Si F est sur la conique, sa polaire est la tangente a` la conique
en ce point. Sur le plan vectoriel de´finissant cette tangente, la (classe de la)
forme quadratique de´finissant la conique de´ge´ne`re et ne peut donc plus de´fi-
nir une involution, mais une transformation singulie`re ou arbre mytoyen ainsi
que de´fini ci-dessus. Desargues e´crit a` ce sujet : « cet arbre est de l’espe`ce
mitoyenne, dont l’entendement ne peut comprendre comment sont les pro-
prietez que le raisonnement luy en fait conclure. » Il ne de´couvre donc pas
un hypothe´tique cas d’involution parabolique, mais bute sur une ve´ritable
difficulte´ conceptuelle. Notons que le terme d’involution parabolique appa-
raˆıt aussi chez Zacharias dans [21], mais que cet auteur prend bien garde de
mettre ces mots entre guillemets.
84. Sauf sur un corps de caracte´ristique 2, ou` la translation par 1 donne une involution,
mais on ne peut gue`re soupc¸onner Desargues d’avoir eu en teˆte une telle horreur.
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Partie II
M. de Beaugrand, lecteur des dix premie`res
pages du Brouillon
Nous voudrions dans cette partie montrer comment le Brouillon Project
de Desargues a e´te´ rec¸u par certains de ses contemporains, en analysant la
lecture qu’en fait Jean de Beaugrand. La source que nous utilisons est le petit
fascicule imprime´ conserve´ a` la Bibliothe`que nationale de France, au de´parte-
ment Litte´rature et art, sous la cote V-12591. Il est intitule´ Advis Charitables
sur les diverses œuvres, et feuilles volantes du Sr Girard Desargues, Lyonois.
Ce fascicule comporte trois parties dont la premie`re porte le titre de Lettre
de Monsieur de Beaugrand Secretaire du Roy, sur le suject des feuilles in-
titulees. Brouillon Project d’une atteinte aux evenements des rencontres du
Cone avec un plan, & aux evenements des contrarietez, d’entre les actions
des puissances. Beaugrand y examine donc le Brouillon Project, y compris
son appendice portant sur le proble`me de la Ge´ostatique, sujet de controverse
a` l’e´poque (voir par exemple La vie de M. Descartes d’Adrien Baillet).
4 Beaugrand et les Advis Charitables
Jean de Beaugrand est ne´ vers 1580 et mort en 1640. Membre de l’acade´-
mie de Mersenne et secre´taire du Roy en charge de la de´livrance des privile`ges
autorisant la publication, il a joue´ un roˆle important dans la vie scientifique
de la premie`re moitie´ du dix-septie`me sie`cle. Ses controverses avec Descartes
ou Desargues, son ton volontiers pole´mique et sa propension suppose´e a` l’ap-
propriation des ide´es d’autrui ont largement entaˆche´ sa poste´rite´ 85.
La lettre attaquant Desargues a e´te´ publie´e a` titre posthume, en 1642.
C’est la seule des trois parties des Advis Charitables qui soit signe´e. Les deux
autres portent respectivement sur les travaux de Desargues en perspective et
en ste´re´otomie et sur ses travaux touchant a` la gnomonique. Un trait commun
a` ces textes est qu’ils attaquent frontalement Desargues dans sa pre´tention
a` la nouveaute´ et a` l’universalite´, en pointant plus particulie`rement la ter-
minologie exotique introduite par le lyonnais. On y trouve de nombreuses
citations. Celle concluant l’avertissement au lecteur ouvrant les Advis, tire´e
du livre de la Gene`se, illustre parfaitement l’esprit de l’ensemble : « Terra
autem erat inanis et vacua, et tenebræ erant super faciem abyssi 86 » Dit
autrement, les e´crits de Desargues sont obscurs et vides de contenu et rien
85. Nous renvoyons pour plus de de´tail a` la page wikipedia qui lui est consacre´e, seule
source synthe´tique connue de nous concernant ce personnage.
86. Cependant la terre e´tait informe et vide, et les te´ne`bres recouvraient l’abysse.
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de nouveau ne s’y trouve que l’on ne trouvaˆt chez les auteurs de la tradition,
plus particulie`rement les antiques pour ce qui concerne la ge´ome´trie.
5 La lecture par Beaugrand des dix premie`res
pages du Brouillon–project
Comme pour les autres textes constituant les Advis Charitables, Beau-
grand s’attaque d’abord au style de Desargues et notamment a` son voca-
bulaire novateur. Il use pour cela de traˆıts d’humour et d’ironie en ayant
recours a` de nombreuses citations. Il commence par se re´fe´rer au livre 57 de
l’Histoire Romaine de Dion Cassius, ou` est de´crit comment un certain Mar-
cellus s’opposa au futur empereur Tibe`re au sujet de l’insertion d’un mot
dans le dictionnaire. Il e´crit alors 87 ne pas pouvoir excuser celui qu’il qualifie
d’ami 88 d’avoir non seulement substitue´ des termes barbares a` ceux rec¸us
des anciens, mais d’en avoir en outre introduit de nouveaux, « entie`rement
ridicules ». Il e´nume`re alors les nombreux termes introduits par Desargues et
conclut 89 de manie`re humoristique en qualifiant ce vocabulaire de « plus ca-
pable de mettre les esprits en involution ou d’en faire des souches reciproques,
que de leur donner quelque nouvelle lumiere dans les Mathematiques. »
Beaugrand l’e´crit lui-meˆme, il n’a lu avec soin que les dix premie`res pages
du Brouillon ce qui, en constituant le tiers, est a` ses yeux suffisant pour juger
des apports de ce texte. Euˆt-il lu le reste avec se´rieux que son opinion aurait
e´te´ sans doute change´e. Selon lui, ces dix premie`res pages, celles qui traitent
de l’involution, ne sont jamais que la conse´quence d’une « proposition qui
est parmy les lemmes du livre de la section determine´e dans le septiesme de
Pappus ». Il s’agit en fait du premier des lemmes, ou encore de la propo-
sition 22 du livre 7 de la Collection de Pappus (voir l’e´dition de Ver Eecke
[20], pp. 530 & 531, ainsi que celle de Jones [10], p. 142), que Beaugrand
« paraphrase », comme il le dit lui-meˆme, de la fac¸on suivante :
« Si en la droicte infinie AB, les rectangles ADC, BDE sont esgaux, je dis
que BD est a` DE, comme le rectangle ABC est au rectangle AE 90,& qu’aussi
AD, est a` DC, comme le rectangle BAE, est au rectangle
BCE 91. »
Le lien avec les notions argue´siennes se fait facilement : D est souche d’un
arbre dont A,C et B,E sont deux couples de nœuds. Nous retrouvons donc
87. p.1, l. 13 de la lettre.
88. Beaugrand est reste´ longtemps en bons termes avec Desargues.
89. p.1, l. 22
90. Ici, il faut lire AEC
91. p. 2, l. 27.
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ici ce qui occupe Desargues dans les lignes 7 a` 34 de la page 4 du Brouillon–
Project. Beaugrand semble ne pas se soucier du proble`me de la disposition
des points, qu’il traitera un peu plus loin, de manie`re quelque peu cavalie`re.
La de´monstration de Beaugrand suit celle de Pappus. Nous la donnons
ici pour la commodite´ du lecteur. De l’hypothe`se AD.DC = BD.DE on tire
la proportion AD/DB = DE/DC. Par somme ou diffe´rence on obtient ainsi
AD
DB
=
DE
DC
=
AD±DE
BD±DC =
AE
BC
.
De l’autre proportion tire´e de l’hypothe`se on de´duit de meˆme
AD
DE
=
BD
DC
=
AB
CE
.
On a donc les e´galite´s
BC
AE
=
DC
DE
et
BD
DC
=
AB
CE
,
d’ou` l’on tire
BD
DE
=
BD
CD
DC
DE
=
AB
CE
BC
AE
soit finalement
BD
DE
=
AB.BC
AE.EC
,
ce qui est la premie`re e´galite´ cherche´e 92. Il re´utilise ensuite les deux pro-
portions AD/DE = BA/CE et DE/DC = AE/BC pour de´duire derechef que
(AD/DE)(DE/DC) = (BA/CE)(AE/BC) soit la deuxie`me e´galite´ recherche´e,
a` savoir 93
AD
DC
=
BA.AE
BC.CE
.
Apre`s cette de´monstration il pre´cise qu’il existe plusieurs dispositions pos-
sibles de ces points et nous renvoie a` la figure I (voir la figure 21).
Le premier cas de´crit par Beaugrand est celui correpondant a` la figure I.2
qui, en termes argue´siens, est celui a` souche de´gage´e (rappelons qu’ici D est
la souche). Le second cas est celui a` souche engage´e, quand D est entre A et
92. Ceci se trouve a` la dernie`re ligne de la page 2 de l’original, avec une faute de typo-
graphie, Beaugrand e´crivant que BD/DE = AD.DCAE.EC .
93. Beaugrand utilise une terminologie un peu particulie`re pour la composition des rai-
sons : il e´crit ainsi, en bas de la page 2 de l’original : « la raison de BD a` DC plus la raison
de DC a` DE sera esgale a` la raison de AB a` CE : plus la raison de BC a` AE. » Le mot
« plus » est ici employe´ pour de´signer la composition des raisons et non, ce qui n’aurait
pas de sens de toute fac¸on, leur addition.
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Figure 21 – Figures I & II du texte des Advis charitables de Beaugrand
C et entre B et E. Il ne correspond a` aucun des trois cas de la figure I ! Vient
ensuite le troisie`me et, d’apre`s Beaugrand, dernier cas, qui renvoie a` la figure
I.3 et qui correspond encore une fois a` une situation de souche de´gage´e.
Beaugrand affirme ensuite que la re´ciproque du lemme e´nonce´ est une
e´vidence, invoquant un raisonnement par contrapose´e (qu’il nomme « conse´-
cution renverse´e », voir ligne 17 et suivantes de la page 3 de l’original). Il
ne lui reste plus qu’a` dire que si l’on introduit un troisie`me rectangle comme
FD.DG e´gal au deux autres, on obtiendra le meˆme genre de proportion,
concluant alors que c’est la` « tout ce qui est contenu dans le tiers de ce
grand brou¨illon project 94 ». Il e´voque ensuite, dans la premie`re moitie´ de la
page 4, comment comprendre la combinatoire des analogies de´montre´es et les
retrouver presque automatiquement. Beaugrand a ainsi (presque) de´montre´
que (D; AC,BE,FG) est un arbre si et seulement si (AC,BE,FG) est une
involution et rejette cette terminologie comme inutile. Il a au passage rapide-
ment re´gle´ le cas des situations particulie`res, comme pouvant eˆtre « ayse´me˜t
faict par ceux qui ont appris les premiers eleme˜s d’Euclide 95 ».
Il poursuit, dans la deuxie`me moitie´ de la page 4 et la premie`re de la page
5, par une longue saillie sarcastique sur le vocabulaire argue´sien, d’abord sur
le mot d’involution, puis sur ceux choisis par Desargues pour remplacer les
termes issus du grec que sont l’ellipse, la parabole et l’hyperbole. Il note
au passage que la proposition qu’il vient de de´montrer de manie`re courte
et synthe´tique a demande´ a` Desargues un long de´veloppement et « ample
provision d’arbres, de troncs, de souches, de racines, &c. »
94. p. 3, l. 41
95. p.4, l. 1
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Il passe alors a` la de´monstration d’une version du the´ore`me d’involution
de Desargues, en l’e´nonc¸ant ainsi : « Si on prend les quatre points K, N,
O, V, dans la section Conique, K N G O V F, & que l’on tire les quatre
droictes KN, KO, VN, VO tellement qu’il parte deux droictes & non plus
de chacun de ces poincts, & puis que l’on tire en telle fac¸on que l’on voudra
la droite F ACG, EB, je dis que comme le rectangle FAG est au rectangle
FCG, ainsi le rectangle BAE est au rectangle BCE ». Effectuons la traduction
en termes ague´siens. Les points K,N,V,O forment un quadrilate`re dont ils
sont les bornes, et les deux diagonales KN,VO sont des bornales couple´es, de
meˆme que VN et KO. Prenant une droite quelconque ∆, celle-ci coupe les
bornales en des points accouple´s A,C et E,B, ainsi que la conique contenant
K,N,V,O en F,G. On retrouve la combinatoire choisie par Beaugrand un
peu plus haut dans sa lettre, et il affirme qu’alors
AF.AG
CF.CG
=
AB.AE
CB.CE
,
ou, pour reprendre les termes de Desargues, que les rectangles de couples de
brins sont a` leur relatif comme leurs ge´meaux sont entre eux.
Nous n’entrerons pas ici dans le de´tail de la preuve donne´e par Beau-
grand, qui s’appuie, e´crit-il, sur la proposition 17 du livre III des Coniques
d’Apollonius (voir [18], p. 312). Cette proposition traite de proportions fai-
sant intervenir des tangentes a` la conique, et le moins que l’on puisse dire est
que l’application de celle-ci par Beaugrand est quelque peu expe´ditive.
Mais l’important pour nous est plus loin, aux lignes 10 et suivantes de la
page 6 de l’original. Il y e´crit qu’il peut de meˆme de´montrer que
FA.FC
GA.GC
=
FB.FE
GB.GE
.
Il poursuit ainsi : « L.S.D. a aussi passe´ sous silence cette Analogie qui est
plus considerable que les precedentes (et) il aura eu sans doute quelques eve-
nemes de contrarietez, en recherchant sa demonstration, bien qu’elle ne soit
pas difficile ». Beaugrand n’a pas vu que cette identite´ n’est qu’une conse´-
quence de l’e´nonce´ de Desargues selon lequel les points (AC,BE,CG) sont en
involution, mais il nous re´ve`le surtout que ce qui inte´resse Beaugrand, ce qui
pour lui fait ge´ome´trie, ce sont les analogies, les e´galite´s de rapports. Cette
position e´piste´mologique est incompatible avec celle de Desargues, qui s’inte´-
resse lui avant tout aux dispositions de points. Pour Desargues, l’important
est la notion d’involution, disposition particulie`re de points sur une droite
qui a son inte´reˆt pour plusieurs raisons :
— elle s’exprime par des e´galite´s de rapports, permettant l’utilisation de
l’attirail euclidien ;
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— elle intervient de manie`re naturelle et universelle dans la the´orie des
coniques ;
— elle est invariante par perspective ;
— elle est « agre´gative » au sens de´fini plus haut.
En nommant une configuration de points, comme celle d’involution, qui, par
ses proprie´te´s « plastiques », se rapproche de ce que deviendra l’involution
conside´re´e comme relation, Desargues ope`re une rupture que Beaugrand n’a
pas vu ou peut-eˆtre pas pu accepter. Il e´crit par exemple, p. 4 de sa lettre
que « c’est en ces trois Analogies que consiste ce que le S.D. nomme hors de
propos, involution de six poincts, » ou encore, un peu plus bas : « il y a une
infinite´ de differentes analogies qui se peuvent former de quatre rectangles
ou d’autres quantitez, si on vouloit introduire des termes pour les exprimer
chacune en particulier il n’y en auroit pas assez en toutes les langues du
monde pour en fournir autant qu’il seroit necessaire ».
Conclusion
La lecture de´taille´e des dix premie`res pages du Brouillon-Project permet
de comprendre en quoi l’approche de Desargues de la ge´ome´trie est novatrice.
En ne se contentant pas seulement de de´montrer des e´galite´s de rapports
mais en introduisant une notion nouvelle concernant la disposition de points
sur une droite, notion qui enrichit et pre´cise celle de division harmonique, il
ouvre des possibilite´s nouvelles qui lui permettront, dans la seconde moitie´
du texte, de de´velopper de manie`re unifie´e la the´orie des coniques. Si la riche
terminologie que Desargues introduit n’est pas ne´cessaire et peut a` juste titre
eˆtre critique´e, la notion d’involution est cependant d’une radicale nouveaute´,
de par son agre´gativite´, que Beaugrand n’a pas comprise, mais aussi de par
son invariance par projection centrale. Son long de´veloppement sur les nœuds
moyens peut sembler indigeste mais la clarification qu’il apporte a` la notion
de division harmonique, et donc aux e´nonce´s d’Apollonius, le rend lui aussi
crucial.
De fait, Desargues va utiliser ces proprie´te´s dans son extension et son
unification de la the´orie apollonienne des diame`tres et des ordonne´es. Cela est
particulie`rement saillant entre le milieu de la page 20 et celui de la page 22 du
Brouillon–project, ou` il de´veloppe sa the´orie des traversales 96. Il y de´montre
en particulier que si trois points sont aligne´s, alors leurs trois traversales
sont concourantes, ainsi que le re´sultat dual, ce qui s’exprime en termes
modernes en disant que la polarite´ entre le plan projectif et son dual est une
homographie, e´nonce´ aujourd’hui a` la base de l’e´tude des coniques.
96. Que l’on peut apparenter aux polaires.
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Il utilise pleinement l’agre´gativite´ de l’involution pour arriver a` ces pro-
positions 97, autrement dit la phrase de synthe`se de la page 10, que nous
citons a` nouveau : « Quand en un tronc droict, trois couples de nœuds ex-
tremes DF, CG, BH, sont en involution entre eux, que deux autres couples
de nœuds, moyens, unis, doubles ou simples, PQ,XY, sont une involution de
quatre points avec chacune des deux quelconques couples CG,& BH, de ces
trois couples de nœuds extremes. Ces deux mesmes nœuds moyens PQ, XY,
sont encore une involution aussi de quatre points avec la troisie´me de ces
couples de nœuds extremes DF. »
Mais il va encore plus loin en e´crivant, aux lignes 22 et suivantes de la
page 22 du Brouillon–Project : « D’ou` suit aussi qu’autant de couples de
droictes qui sont ordonne´es a` un des poincts du bord de la coupe de rouleau,
& qui passent aux deux poincts du mesme bord qu’y donne une quelconque
droicte d’une quelconque ordonnance, donnent en la traversale de cette or-
donnance autant de couples de nœuds d’une involution. » On peut eˆtre tente´
de voir ici en germe la notion de correspondance ou de transformation, mais
cette notion reste e´vanescente, elle se de´robe aux yeux de Desargues qui ne
peut donc totalement clarifier ses conceptions de l’involution. Cette impres-
sion que Desargues s’approche du concept de transformation, sans toutefois
arriver a` le saisir, est renforce´e par son insistance parfois lourde sur la com-
binatoire de l’involution, combinatoire qui contient en germe la notion de
transformation involutive (au travers des couples relatifs) et qui ne se re´duit
pas, chez Desargues, a` un simple outil technique de ge´ne´ration de nouvelles
analogies. Nous montrerons dans un article a` venir (voir [2]) comment cette
emploi de la combinatoire structure la pratique mathe´matique de Desargues
en analysant son usage du the´ore`me de Me´ne´lau¨s.
Ce qui en tout cas ne fait aucun doute, c’est que les conceptions uni-
ficatrices concernant les coniques, plus particulie`rement son de´veloppement
d’ide´es ge´ome´triques qu’il faut bien qualifier de projectives, ont profonde´ment
influence´ Blaise Pascal pour son Essay sur les coniques, et que ce dernier a
sans doute e´te´ l’e´le`ve direct du lyonnais.
L’on peut donc en conclure que la position e´piste´mologique de Desargues
est en rupture avec celle de son temps concernant la ge´ome´trie : d’une concep-
tion centre´e sur les identite´s de rapports, on passe a` une conception centre´e
sur des configurations qui posse`dent des proprie´te´s inte´ressantes d’invariance
par transformation, comme une projection centrale par exemple. Le coˆte´
novateur de cette approche, son aspect inacheve´, la lourdeur du style de De-
sargues et le de´clin de l’inte´reˆt pour la the´orie des coniques peuvent expliquer
en partie pourquoi l’œuvre de Desargues a connu une si longue e´clipse apre`s
97. Voir la fin de la page 20 et le de´but de la page 21 du Brouillon, par exemple.
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son surgissement sur la sce`ne mathe´matique.
Appendice : les re´sultats euclidiens utilise´s par Desargues
pour son e´tude de l’involution
Dans les de´monstrations de ses re´sultats fondamentaux sur l’involution,
a` savoir l’e´quivalence entre les notions d’arbre et d’involution (voir. le para-
graphe 2.3) et le the´ore`me de la Rame´e e´nonc¸ant l’invariance par projection
centrale, Desargues utilise un langage et des me´thodes strictement euclidiens.
Il va employer sans jamais les nommer, car ils font partie du bagage com-
mun a` tout lecteur potentiel du Brouillon, quelques re´sultats de bases sur les
proportions que nous rappelons ici pour la commodite´ du lecteur.
En revanche, a` la fin de la page 2, il donne une liste explicite de propo-
sitions tire´es des E´le´ments d’Euclide, qui curieusement, ne seront nullement
utilise´es dans les dix premie`res pages. Donnons-en la citation comple`te :« Pro-
position comprenant les 5 & 6 du second des Elemens d’Euclides. Proposition
comprenant les 9 & 10 du 2 des Elemens d’Euclides. Proposition comprenant
les 35 & 36 du 3 des Elemens d’Euclides ». Desargues pre´cise dans ses notes
correctives qu’il s’agit de ces propositions et de leur converse, c’est-a`-dire leur
re´ciproque. Il va en fait les rappeler a` la page 26 du Brouillon pour en faire
usage dans son e´tude des proprie´te´s des asymptotes de l’hyperbole. Nous les
rappellerons cependant, afin de donner un expose´ complet. Il cite enfin 98 une
proposition, « e´nonce´e autrement en Ptolome´e 99 » qui n’est autre que le
the´ore`me aujourd’hui connu sous le nom de the´ore`me de Me´ne´lau¨s et dont
il donne une preuve un peu plus loin. Nous laisserons de coˆte´ cette dernie`re
proposition, qui ne trouve son usage que lorsque Desargues s’attaque a` la
ge´ome´trie plane proprement dite, lors de la de´monstration du the´ore`me de la
Rame´e e´nonc¸ant l’invariance de la configuration d’involution par projection
centrale.
Il est difficile de savoir a` quelle source Desargues se re´fe`re concernant les
re´sultats euclidiens, et nous nous sommes base´s sur l’e´dition franc¸aise des
E´le´ments parue en 1621, due a` Didier (ou Denis) Henrion (voir [8]). Comme
a` son habitude, il e´vite la terminologie latine ou d’origine grecque et utilise
a` la place un vocabulaire franc¸ais. On trouve souvent a` la fin d’un argument
concernant des proportions une conclusion comme « & alternement, com-
posant, divisant, & le reste ». Cela signifie qu’en utilisant les propositions
classiques d’Euclide concernant les proportions, souvent cite´s sous leur nom
98. p. 2, a` partir de la dernie`re ligne.
99. p. 3, l. 4
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latin de invertendo, componendo ou dividendo, on peut de´duire un certain
nombre de re´sultats qu’il pourra utiliser par la suite.
Alternando. E´tant donne´e la proportion a/b = c/d, alors a/c = b/d.
Componendo. E´tant donne´e la proportion a/b = c/d, alors (a + b)/b =
(c+ d)/d.
Dividendo. E´tant donne´e la proportion a/b = c/d, alors (a−b)/b = (c−d)/d.
Invertendo. E´tant donne´e la proportion a/b = c/d, alors b/a = d/c.
Convertendo. E´tant donne´e la proportion a/b = c/d, alors a/(a − b) =
c/(c− d).
Terminons cette courte liste par un re´sultat que Desargues utilise souvent, qui
est la proposition 12 du livre 5 des E´le´ments, que l’on peut e´noncer ainsi : si
a
b
=
c
d
alors
a
b
=
a+ c
b+ d
,
ainsi que la proportion qui s’en de´duit par soustraction, et alternement, com-
posant, divisant, & le reste.
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